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GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE
DES COMPOSANTES DES
ESPACES DE HURWITZ

——>0 (== DO

Résumé

Les espaces de Hurwitz sont des espaces de modules qui classifient les revétements
ramifiés de la droite projective sur lesquels un groupe G, fixé, agit. Leurs propriétés
géométriques et arithmétiques sont liées a des questions de théorie des nombres, et no-
tamment au probleme de Galois inverse. Dans cette these, on étudie les composantes
connexes de ces espaces. Dans un premier temps, on démontre des résultats concer-
nant I’évolution du nombre de composantes connexes des espaces de Hurwitz a mesure
que le nombre de points de branchement des revétements qu'’ils classifient augmente.
Dans un second temps, on démontre des résultats de stabilité, sous 'opération de rec-
ollement des composantes connexes des espaces de Hurwitz, de leur corps de défini-
tion. Ces résultats relient les propriétés topologiques et arithmétiques des revétements.
Trois chapitres d’exposition, dénués d’énoncés originaux, présentent les différents ob-
jets étudiés. Dans un appendice, on résume la these a I'attention du grand public.

Summary

Hurwitz spaces are moduli spaces that classify ramified covers of the projective line on
which a fixed group G acts. Their geometric and arithmetic properties are related to
number theoretical questions, particularly the inverse Galois problem. In this thesis, we
study the connected components of these spaces. Firstly, we prove results concerning
the asymptotical behaviour of the count of connected components of Hurwitz spaces as
the number of branch points of the covers they classify grows. Secondly, we establish
stability results for fields of definitions of connected components of Hurwitz spaces
under the gluing operation. These results relate topological and arithmetical properties
of covers. Three expository chapters, devoid of original statements, present the various
objects. In an appendix, we summarize the thesis for the general public.
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o Chapitre 1 R

INTRODUCTION (FRANCAIS)

S —

(An English version of this introduction may be found on page 29.)

Organisation du chapitre

1.1 Thémes abordés - - - - - . . .« . . . . . . . ... 12
1.2 Contributions - - - - - - - - . . . . . . . ... 1
1.3 Organisation du texte- - - . - . . . . . . . . . . . . 2
1.4 Conventions et notations - - - . . . . . . . . . . . . 23

CETTE THESE est consacrée a 1’étude des composantes connexes des espaces de Hur-
witz, espaces de modules de revétements qui sont en lien avec des questions de théorie
des nombres — notamment, le probleme de Galois inverse. Nous nous intéressons a
leurs composantes sous deux angles distincts :

— Dans un premier temps, nous nous intéressons au comportement combinatoire des
composantes connexes des espaces de Hurwitz : que peut-on dire du comporte-
ment limite du nombre de ces composantes lorsque le nombre de points de bran-
chement des revétements augmente ?

Cette question est au cceur des chapitres 5 a 7. Elle reprend des problématiques
soulevées par les travaux d’Ellenberg, Tran, Venkatesh et Westerland, qui ont mis
en évidence les liens entre I'homologie des espaces de Hurwitz et la distribution
statistique des corps de fonctions sur les corps finis [EVW16; EVW12; ETW17].

— Dans un second temps, nous considérons les propriétés arithmétiques des compo-
santes des espaces de Hurwitz, et notamment leurs corps de définition.

La construction de composantes ayant un petit corps de définition est une étape
nécessaire a la résolution du probleme de Galois inverse régulier — on peut donc la
voir comme une forme faible de ce probleme. Cette question occupe le chapitre 8.
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Dans les deux situations, tant pour compter les composantes que pour étudier leurs
corps de définition, une méme opération géométrique occupe une place centrale dans
notre travail : il s’agit du recollement des composantes. L'importance combinatoire
de cette opération est déja manifeste dans [EVW16], et son role arithmétique dans
[Cau12] ; nous faisons des efforts pour unifier les points de vue de ces auteurs afin
de tirer tout le potentiel de leurs méthodes.

L’introduction est organisée de la fagon suivante : dans la section 1.1, nous présen-
tons les objets et questions dont nous nous préoccupons, en détaillant les motivations
derriere leur étude. Nous présentons nos principaux résultats dans la section 1.2.
Dans la section 1.3, nous détaillons le contenu de chacun des chapitres. Enfin, nous
fixons quelques notations communes a l'ensemble du texte dans la section 1.4.

1.1. THEMES ABORDES

Les objets centraux de cette thése sont les espaces de Hurwitz. Un groupe fini G
et un entier n étant fixés, les espaces de Hurwitz sont des espaces de modules qui
classifient les G-revétements ramifiés en n points — le plus souvent, nous considérons
des revétements de la droite projective IP1. Il existe diverses sortes d’espace de Hur-
witz, selon qu’on ordonne ou non les points de branchement, qu’on munisse ou non
les revétements d’un point marqué, qu'on exige ou non que les revétements soient
connexes, etc.

La géométrie de ces espaces de modules traduit le fait qu’on puisse déformer un
revétement de maniére continue a mesure que ses n points de branchement se dé-
placent en restant distincts. Les espaces de Hurwitz sont eux-mémes des revétements
finis, non ramifiés et non nécessairement connexes, des espaces de configurations de n
points de la droite. Pour cette raison, les propriétés géométriques de ces espaces pro-
viennent en grande partie de faits combinatoires concernant les groupes de tresses et
leur action sur les listes d’éléments de G.

On peut aborder les espaces de Hurwitz d’un point de vue purement géométrique
— ce sont alors des espaces topologiques ou analytiques —, mais également d’un point
de vue algébrique — ce sont alors des schémas ou des champs.

1.1.1. Motivations pour l'étude géométrique et arithmétique des espaces
de Hurwitz

Le versant algébrique des espaces de Hurwitz permet de donner un sens au probleme
de I’existence de points rationnels, et notamment de K-points lorsque K est un corps
de nombres.

A des complications pres (ces espaces de modules n’étant en général pas fins), les
K-points des espaces de Hurwitz correspondent aux G-revétements ramifiés de P,
c’est-a-dire — en supposant de plus ces revétements irréductibles — & des extensions
galoisiennes de K(T) dont le groupe de Galois est G.

Le théoreme d’irréductibilité de Hilbert établit qu'une telle extension peut étre
spécialisée en une extension de K dont le groupe de Galois est G. Pour cette raison,
les espaces de Hurwitz sont un outil de choix pour 1'étude du probléme de Galois
inverse, qui est la question de savoir si tout groupe fini est groupe de Galois d'une
extension du corps des nombres rationnels. Si, par exemple, G est un groupe fini de
centre trivial, il suffit pour le réaliser comme groupe de Galois d"une extension de Q
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de démontrer I’existence d’un Q-point dans un espace de Hurwitz de G-revétements
ramifiés connexes de la droite projective.

Par ailleurs, la question du dénombrement des IF;-points des espaces de Hurwitz,
lorsque g est premier avec |G|, est liée a la distribution des extensions de IF,(T)
ayant un groupe de Galois donné, et donc a la conjecture de Malle sur les corps
de fonctions sur les corps finis. Cette piste a été explorée dans les articles [EVW16;
EVW12; ETW17]. Ces articles mettent en évidence une stratégie pour le probleme du
dénombrement des extensions de corps qui repose sur les mémes principes que la
démonstration des conjectures de Weil : I'étude géométrique des espaces de Hurwitz,
et notamment de leur homologie, est au cceur de leur approche.

1.1.2. Opérations de recollement et composantes des espaces de Hurwitz

Considérons deux G-revétements ramifiés marqués de la droite complexe (projective
ou affine) dont les groupes de monodromie respectifs sont des sous-groupes H et
H' de G. On suppose que les lieux de ramifications de ces deux revétements sont
disjoints, et qu’ils comportent respectivement n et n’ points de branchement. I est
possible de recoller ces revétements afin d’obtenir un G-revétement marqué, ramifié
en n+ n’ points, dont le groupe de monodromie est le sous-groupe de G engendré
par H et H'.

Cette opération peut étre décrite en termes combinatoires : une bijection relie les G-
revétements marqués, ramifiés en n points fixés, et les n-uplets (g1, ..., gn) d’éléments
de G (avec la condition additionnelle que le produit g1g» - - - g» Vvaille 1 dans le cas des
revétements de la droite projective). Pour recoller deux G-revétements marqués, il
suffit alors de concaténer les listes d’éléments de G correspondantes.

Les espaces de Hurwitz ne sont en général pas connexes, et leur non-connexité
est une difficulté géométrique majeure. Etudier la géométrie d’une composante
connexe prise indépendamment revient essentiellement a comprendre I’homologie
des groupes de tresses. Pour se ramener a cette situation, il est nécessaire d’avoir une
description fine des composantes connexes.

L'opération de recollement des G-revétements marqués induit une opération au
niveau des composantes connexes des espaces de Hurwitz. Cet outil éclaire la ques-
tion de la description de 1’ensemble des composantes en le munissant d’une structure
algébrique. Plus précisément, on définit un monoide et un anneau des composantes.
Ces objets, introduits dans [EVW16], sont centraux dans notre travail.

1.1.3. Dénombrement des composantes

On se pose la question du nombre de composantes des espaces de Hurwitz, et plus
précisément du comportement asymptotique de ce nombre a mesure que le nombre
de points de branchements augmente. Un outil important est la description combi-
natoire des revétements : on compte en fait les orbites, sous 'action de groupes de
tresses, de n-uplets d’éléments de G. Des invariants classiques permettent de déter-
miner si deux n-uplets d’éléments de G (c’est-a-dire deux G-revétements ramifiés en
n points) sont dans la méme orbite pour l'action du groupe des tresses (c’est-a-dire si
les revétements sont dans la méme composante connexe).

La croissance du nombre de composantes est liée a des questions arithmétiques :
le nombre de composantes connexes est le 0-ieme nombre de Betti des espaces de

13
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Hurwitz, et il ressort de [EVW16; Tie16] que la dimension de I'’homologie supérieure
est contrdlée par ce nombre. En combinant la formule de la trace de Grothendieck-
Lefschetz et les majorations des valeurs propres du morphisme de Frobenius par
Deligne, on peut utiliser les nombres de Betti pour estimer le nombre de IF;-points
des espaces de Hurwitz. Cela permet de compter les extensions de F,(T) ayant G
pour groupe de Galois. Cette stratégie permet a Ellenberg, Tran et Westerland de
démontrer la borne supérieure de la conjecture de Malle sur IF,(T).

En généralisant I'anneau des composantes de [EVW16] aux G-revétements de la
droite projective, on obtient un anneau gradué commutatif de type fini, dont la
fonction de Hilbert compte les composantes des espaces de Hurwitz en fonction du
nombre de points de branchement. La croissance de la fonction de Hilbert d’un an-
neau gradué correspond a des propriétés géométriques de son spectre, telles que la
dimension et le degré : cela motive notre étude plus systématique de la géométrie des
spectres des anneaux de composantes des espaces de Hurwitz (Chapitre 5).

Dans la situation historique des & -revétements de la droite projective dont les élé-
ments locaux de monodromie sont des transpositions, on donne une formule exacte
pour le compte des composantes des espaces de Hurwitz (Théoreme 6.1.2), et on
décrit le spectre de I'anneau des composantes (Théoreme 6.1.3).

1.1.4. Corps de définition des composantes

La question de déterminer quelles sont les composantes connexes des espaces de Hur-
witz qui sont définies sur Q — et donc d’isoler celles qui sont susceptibles de contenir
des points rationnels — est abordée dans [FV91; DEo6; Caui2; EVW12]. Nous nous
concentrons sur le probleme de la stabilité du corps de définition des composantes
des espaces de Hurwitz sous I'opération de recollement (la question 8.1.1). Cette
problématique figure déja dans [DEo6; Cau12] mais nous choisissons de lui donner
une place centrale.

Notre démarche s’inscrit dans la recherche d’opérations de recollement sur des
corps non algébriquement clos. Par exemple, sur un corps valué complet, 'opéra-
tion de chirurgie (patching en anglais) introduite par Harbater [Haro3] entraine une
réponse positive au probleme de Galois inverse régulier — il suffit de recoller des re-
vétements dont le groupe est cyclique. Dans notre cas, nous nous plagons sur des
corps de nombres, mais on affaiblit le probleme en remplacant les revétements par
des composantes d’espaces de Hurwitz — c’est-a-dire des familles géométriquement
irréductibles de revétements. Nous démontrons le théoréme 8.1.2, qui apporte une
réponse positive a la question 8.1.1 dans des situations variées. La démonstration de
ce résultat utilise des outils divers : un théoreme de [Cau12] et des calculs de tresses ;
le lifting invariant introduit dans [EVW12] ; la théorie de la chirurgie de Harbater
[Haro3s].

1.2. CONTRIBUTIONS

Les contributions de cette theése sont concentrées dans les chapitres 4 a 6 (pour les
résultats combinatoires et géométriques) et dans le chapitre 8 (pour les résultats arith-
métiques). Les chapitres 2, 3 et 7 sont des chapitres d’exposition.

Dans ce qui suit, on décrit brievement les résultats principaux de chaque chapitre.
On donne volontiers des énoncés concis, plus faibles que ceux du manuscrit, lorsque
cela facilite I'exposition.
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Chapitre 4 Counting Components of Hurwitz Spaces
Issu de [Seg22]

Résultat principal : Théoreme 4.3.1

On fixe un groupe G et un ensemble D de classes de conjugaison de G. On fixe
également une fonction ¢ : D — {1,2,...} qui attribue a chaque classe ¥ € D
une « multiplicité ». Dans ce qui suit, X désigne soit la droite affine complexe
A'(C), soit la droite projective complexe IP'(C). Dans les deux cas, un point
base t( est fixé.

On considere un sous-groupe H de G qui a une intersection non vide avec
chaque classe de conjugaison v € D et qui est engendré par les intersections
v N H pour ¢y € D (Définition 3.2.20).

On désigne par mpCHur*(H,Dpy,nly) l'ensemble des composantes
connexes de 1’'espace de Hurwitz (Définition 3.2.15) des G-revétements mar-
qués ramifiés de (X, tg) (Définitions 2.2.13 et 2.3.15) satisfaisant les propriétés
suivantes :

— leur groupe de monodromie (Définition 2.2.18) est le groupe H ;

— leurs classes de monodromie (Définition 2.3.25), vues comme classes de
conjugaison de G, appartiennent toutes a 'ensemble D ;

— une classe 7 € D est la classe de monodromie en exactement n&(vy) points
de branchement.

Description du théoréme 4.3.1. On obtient des estimations, lorsque I’entier
n tend vers l'infini, du nombre de composantes suivant :

HFH(T’I) = |7TOCHUI'*(H, DH,I’Z(:H)|.

Dans tous les cas, la mesure principale de la croissance de ce nombre est le
nombre de délitement Q)(Dp) (Définition 4.2.3) : il s’agit de la différence entre le
nombre de classes de conjugaison de H qui sont incluses dans une classe de
conjugaison de G appartenant a I’ensemble D, et le cardinal de I'ensemble D.
Ce nombre mesure donc a quel point les classes de conjugaison de G apparte-
nant a D tendent a se séparer en plusieurs classes de conjugaison lorsqu’on les
intersecte avec le sous-groupe H.

Voici les estimations qu’on obtient, qui différent selon les situations :

— Lorsque X est la droite affine complexe A!(C), on obtient un équivalent
explicite dans tous les cas :

Forme concise du théoreme 4.3.1 (i)

La fonction HFp est équivalente & un monéme de degré Q(Dp) :

HFy(n) e an®(Ph),

On calcule le coefficient dominant &, dont ’expression fait intervenir
le second groupe d’homologie de H.

— Lorsque X est la droite projective complexe IP'(C), 1'énoncé le plus général
est peu contraignant :
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Théoreme 4.3.1 (iv)

La fonction HF g est un O (nQ(DH)> , mais n’est pas un o <nQ(DH)) :

En revanche, dans des situations particulieres, on a davantage d’informa-
tions :

Forme concise des théoremes 4.3.1 (ii) et 4.3.1 (iii)

On calcule un « coefficient dominant moyen » de HFy dans les deux
situations suivantes :

- le nombre de délitement ()(Dy) est nul, c’est-a-dire que l'inter-
section des classes de conjugaison considérées (les éléments de D)
avec le sous-groupe H sont des classes de conjugaison de H (voir
la définition 4.2.2) ;

- l'ensemble D ne contient qu'une seule classe de conjugaison c
de G, et (c) =1.

L’homologie du groupe H intervient dans l'expression du coefficient
dominant.

Ces estimations généralisent certains des résultats de [EVW16] : les au-
teurs démontrent un phénomeéne de stabilité homologique lorsque X = A'(C),
Q(Dy) =0, D = {c} et &(c) = 1. Une manifestation de la propriété de stabilité
est le fait que la fonction HFp soit bornée dans ce cas.

Chapitre 5 The Geometry of Rings of Components of Hurwitz Spaces
Issu de [Seg22]

Résultats principaux : Théoremes 5.1.4 et 5.5.13

Soit G un groupe fini, D un ensemble de classes de conjugaison de G, et ¢ une
application D — {1,2,...}.

On note roHuryp, ©) (G, D, ng) 'ensemble des composantes connexes de 1’es-
pace de Hurwitz des G-revétements marqués ramifiés de (P'(C), co) satisfai-
sant les propriétés suivantes :

— leurs classes de monodromie (Définition 2.3.25), vues comme classes de
conjugaison de G, appartiennent toutes a 1’ensemble D.

— une classe de conjugaison y € D est la classe de monodromie en exactement
ng(y) points de branchement.

L'opération de recollement (Définition 2.4.16) induit une structure de mo-
noide gradué (Définition 3.4.10) commutatif (Proposition 3.4.6) de type fini
(Corollaire 3.4.18) sur I'ensemble :

Comp]l)1(c)(G, D,¢) = |_| moHurp, (C)(G/ D, n¢).

n>0

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique premiere a 1’ordre
du groupe G. L'anneau des composantes R (Définition 3.4.12) est 'algebre du
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monoide Compp: ©) (G,D,¢) sur le corps k :
R = k[Compp: () (G, D, ¢)].

C’est une k-algebre commutative de type fini. On considére l'ensemble
Spec(R) (k) des k-points de son spectre, qu’on munit de la topologie de Zariski.
L’objectif du chapitre 5 est de décrire cet ensemble, vu comme plongé dans un
espace affine AN (k).

Un premier résultat, la proposition 5.1.3, montre que Spec(R) (k) se décom-
pose en une union disjointe de sous-ensembles yz(H) (Définition 5.1.2), ott H
parcourt les sous-groupes de G :

Spec(R)(k) = || 7e(H).
HeSubg p

1 suffit donc, pour décrire Spec(R)(k), de décrire chacun des ensembles yz(H).
C’est ce qu’accomplit partiellement le théoréme 5.1.4.

Description du théoréme 5.1.4. Le théoreme 5.1.4 donne la dimension de
Krull de I'ensemble v¢(H) :

Théoréme 5.1.4

La dimension de Krull de v#(H) est égale a Q(Dy) + 1, ot Q(Dp) est
le nombre de délitement (Définition 4.2.3).

Ce résultat repose sur les estimations obtenues dans le chapitre 4.

Dans la sous-section 5.4.5, on approfondit cette description géométrique.
On suppose que R est engendré par ses éléments homogenes non triviaux de
degré minimal et qu’on est dans une des deux situations couvertes par les
théoremes 4.3.1 (ii) et 4.3.1 (iii). On détermine alors le degré (comme sous-
variété d'un espace projectif) de 7¢#(H). Par exemple, lorsque Q)(Dp) = 0,
I'ensemble yz(H) est une union de droites se croisant a 1’origine, privées de
l'origine. On relie le nombre de ces droites au second groupe d’homologie
de H.

Description du théoréeme 5.5.13. Le théoreme 5.5.13 décrit 1'ensemble
Spec(R) (k) completement dans des situations particulieres. Plutot que d’intro-
duire de nombreuses notations, on fait ici des hypotheses plus restrictives. Le
fait que les hypotheses faites ci-dessous entrainent celles du théoreme 5.5.13
découle de la proposition 5.5.9

On se place dans la situation o1 I’ensemble D ne contient qu'une seule classe
de conjugaison ¢ et ot ¢(c) = 1. On fait 'hypothese que 'anneau des com-
posantes R est engendré par ses éléments homogenes non triviaux de degré
minimal, dont on désigne le nombre par N. On suppose de plus que, pour tout
sous-groupe H de G tel que H = (c N H), il existe des sous-groupes Hy, ..., Hy
satisfaisant les propriétés suivantes :

— les sous-groupes Hj, ..., Hy engendrent H:

H = <H1,...,Hk> ;

17
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— pour tous i # j, les éléments du sous-groupe H; commutent avec les élé-
ments du sous-groupe Hj ;

— si A et B sont deux parties disjointes de {1,...,k}, alors les sous-groupes
((Ha)aea) et ((Hp)pep) ont une intersection triviale ;

— ona:
k

cNH=|](cNnH);
i=1
— pour tout i € {1,...,k}, I'ensemble ¢ N H; est une classe de conjugaison de

H;, c’est-a-dire que Q)(Dy,) =0;

— l’ensemble 77gCHurp, © (H,Dpy,n&y) (voir ci-dessus dans la description du

théoréme 4.3.1) contient au plus une composante, pour tout 7.

Pour chaque sous-groupe H de G tel que c N H soit une classe de conjugaison
de H, on définit un point particulier ey de l'espace affine AN (k), c’est-a-dire
un vecteur ey € kN (voir la définition 5.5.11 pour la définition du point efy). On
décrit finalement Spec(R) (k) comme sous-ensemble de k™ :

Un cas particulier du théoréme 5.5.13

Soit H un sous-groupe de G tel que H = (cN H) et des sous-groupes
Hi, ..., H; comme ci-dessus. On a :

K
ve(H) = {Z Aen,

=il

Al,...,/\kEkX},

c’est-a-dire que 7z(H) est le sous-espace vectoriel de kN engendré par
€H,, - - -,€H,, privé des sous-espaces vectoriels engendrés par k — 1 quel-
conques de ces points.

En appliquant la proposition 5.1.3, on déduit de ce résultat une description
complete de Spec(R) (k) = [y vz (H).

Chapitre 6 A New Look at the Case of Symmetric Groups
Issu de [Seg22]

Résultats principaux : Théorémes 6.1.1 a 6.1.3

Soit un entier d > 3, et soit ¢ la classe de conjugaison des transpositions dans le
groupe symétrique &;. On s’intéresse aux mémes objets que dans les chapitres
4 et 5, a savoir les anneaux des composantes des espaces de Hurwitz, leurs fonc-
tions de Hilbert (c’est-a-dire la croissance du nombre de composantes), et leurs
spectres. L objectif est de décrire ces objets dans le cas spécifique ot X = IP}(C),
G =6, D = {c} et(c) = 1.1l s'agit d'une situation classique, considérée par
Hurwitz lui-méme — c’est d’ailleurs dans ce cadre que les espaces de Hurwitz
ont d’abord été définis, voir [Hurg1].

Pour énoncer les résultats de ce chapitre, on fixe un corps k, de caractéris-
tique nulle ou strictement supérieure a d.

Description du théoréme 6.1.1. On donne d’abord une présentation expli-
cite du monoide et de I'anneau des composantes, par générateurs et relations :



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ

Théoréme 6.1.1

Le monoide gradué des composantes Compy: (C)(Gd, c) est engendré
par des éléments X;; pour tous 1 < i < j < d, de degré 2 et sujets aux
relations suivantes — qui engendrent toutes les relations entre éléments
de Compy (C)(Gd,c) :

— Les relations de commutation :

1<i<
Xi]'Xkl = Xleij pour tous 1<k<

— Les relations de tresses :
Xinjk = Xikak = Xinik lorsque1 <i<j< k<d.

Cela constitue une présentation par générateurs et relations de ce mo-
noide. L'anneau des composantes :

Rpi1(c) (64, ) = k[Comppr ¢y (&4, )]
admet la présentation suivante, comme k-algebre commutative graduée :

k[(Xij)1<i<j<dl
i Xjkr XijXjk — XijXik)1<i<j<k<d’

Reo)(Sa€) = (XX = X

ou les générateurs X;; sont de degré 2.

Ce résultat est obtenu en caractérisant exactement les orbites, sous ’action
du groupe des tresses, des uplets de transpositions dont le produit vaut 1
(Théoreme 6.2.6).

Description du théoréme 6.1.2. On détermine la fonction de Hilbert HF(n)
de I'anneau des composantes. Cette fonction compte les composantes connexes
de I'espace de Hurwitz des & -revétements marqués de IP*(C), non nécessaire-
ment connexes, ayant n points de branchement en lesquels les éléments locaux
de monodromie sont des transpositions.

Si n est impair, HF(n) est nul. Les valeurs prises par HF(n) lorsque n est
pair sont décrites par le théoreme suivant :

19
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Théoréme 6.1.2

On pose d' = |d/2]. 1l existe un polynéme dont le coefficient dominant

est:
d! -1 .. .
WTI si d est pair,
d/ d' d—1 .. . .
(1 4k 3) Wﬂ si d est impair,

et tel que HF(2n) coincide avec ce polyndéme lorsque n > d — 1.
On a une formule exacte pour HF(2n) :

i(n—s4+w-—1 d .
—1)%J S
0( ) ( w—1 ><d—5—w,w—j,s+j) (477

ou S(n, k) désigne les nombres de Stirling de seconde espece.

1=

d—1d—s
)N
s=1w=1

j

Description du théoréme 6.1.3. Dans l'esprit du chapitre 5, on décrit I'en-

semble des k-points du spectre de I'anneau des composantes Rp1c) (64,¢), vu

. d(d-1) d(d-1)
comme partiede A~z (k) =k

. On est dans le cas d’application du théo-
réme 5.5.13, et on obtient une description similaire. On utilise pour indicer les

d(d-1) . .
z les couples (i,j) avec 1 <i < j<d.

coordonnées dans l'espace vectoriel k
On note e; ; le vecteur de base associé a la coordonnée (i, j), et on définit pour
chaque partie A de {1,...,d} le vecteur e4, somme des vecteurs de base ej,j sur
les couples (i,j) oui < jeti,je A.

On décrit alors I'ensemble des k-points du spectre de 1’anneau des compo-
santes :

Théoreme 6.1.3

L'ensemble Spec (Rlpl ©)(Sa, c)) (k) est l'union, prise sur toutes les fa-
milles maximales {A1,...,A;} de parties disjointes de {1,...,d}, des

: d(d-1) .
sous-espaces vectoriels de k= 2 engendrés par les vecteurs e4,, ..., €4,

Chapitre 8 Fields of Definition of Components of Hurwitz Spaces
Issu de [Seg23]

Résultat principal : Théoreme 8.1.2

Dans ce chapitre, on étudie les corps de définition des composantes géomé-
triquement connexes des espaces de Hurwitz. Plus précisément, on décrit des
situations ot1 le recollement de deux composantes, toutes deux définies sur un
méme corps de nombres K, est lui aussi défini sur K. Ce travail est un appro-
fondissement des liens élucidés dans [Cau1z2], qui généralisent eux-mémes des
résultats de [DEo06].

La recherche de composantes ayant un petit corps de définition est liée au
versant régulier du probleme de Galois inverse. En effet, toute extension ga-
loisienne réguliere de Q(t) ayant G pour groupe de Galois définit un point



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 21

rationnel de 1’espace de Hurwitz correspondant ; la composante connexe de
ce point est alors définie sur Q. Ainsi, la recherche de composantes définies
sur Q est une étape essentielle, qui nous aide a savoir ot il est raisonnable de
chercher des points rationnels.

Description du théoréme 8.1.2. Soit K un corps de nombres. On consideére
deux composantes connexes x et y de l'espace de Hurwitz des G-revétements
marqués de la droite projective. On désigne par H; et Hy les groupes de mono-
dromie respectifs des G-revétements marqués appartenant aux composantes x
et y, et on note H le sous-groupe de G engendré par H; et Hy.

On suppose que les composantes x et y sont définies sur K. On pose alors la
question 8.1.1 : la composante xy, obtenue par recollement des composantes x
et y, est-elle définie sur K ?

Le théoréme 8.1.2 donne une réponse partielle a cette question :

Théoréme 8.1.2

(i) Sitout élément de H est produit d'un élément de H; et d'un élément
de Hj, alors la composante xy est définie sur K.

(ii) II existe un entier M ne dépendant que du groupe G tel que si toute
classe de conjugaison de H qui est classe de monodromie des G-
revétements dans la composante xy est classe de monodromie en au
moins M points de branchement, alors la composante xy est définie

)M

sur K. En particulier, (xy)™ est définie sur K.

(iii) Il existe des éléments 7,7’ € H tels que <HI’ ,H) /> = H et tels que la

composante x"Yy"Y', obtenue en faisant agir 7 et/ sur les composantes
x et y puis en les recollant, soit définie sur K.

Chacun des trois énoncés qui constituent le théoreme 8.1.2 est démontré avec
des méthodes propres. Le théoreme 8.1.2 entraine 'existence, sur les corps de
nombres, d'une forme affaiblie de I'opération de recollement : on ne recolle pas
les G-revétements eux-mémes, mais leurs composantes.

Une application du théoréme 8.1.2 (iii) est donnée dans l'exemple 8.4.6.
L'unique groupe simple sporadique dont on ne sache pas s’il est groupe de
Galois sur Q est le groupe de Mathieu My;3 : la question de sa réalisation a
été largement étudiée [Hé22]. Nous construisons des composantes définies sur
Q de Mj3-revétements connexes n’ayant que quatre points de branchement (a
comparer avec les quinze points de branchement utilisés par [Cau16]).

On montre aussi, dans la proposition 8.2.8, que si 'on connait 1’action du
groupe de Galois absolu de K sur les composantes des espaces de Hurwitz
jusqu’a un certain nombre de points de branchement (le majorant |G|exp(G)
convient), alors on peut décrire I’action de Galois sur une composante de taille
arbitraire.
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1.3. ORGANISATION DU TEXTE

On détaille a présent I'organisation du texte, chapitre par chapitre.

Les chapitres 2 et 3 sont des chapitres d’exposition en frangais.

Dans le chapitre 2, on présente des faits classiques sur les (G-)revétements topolo-
giques ramifiés (Sections 2.2 et 2.3) et leur description combinatoire (Section 2.4) Les
énoncés de ce chapitre sont classiques : beaucoup pourront se contenter de la lecture
de l'introduction (Section 2.1) ou du résumé en anglais (Section 2.5).

Dans le chapitre 3, on donne une définition des espaces de Hurwitz (Sections 3.2
et 3.3), puis des monoides et anneaux des composantes (Section 3.4) dont on men-
tionne diverses propriétés. Ce chapitre se conclut par un résumé en anglais (Sec-
tion 3.5).

Les chapitres 4 a 6 sont issus de la prépublication [Seg22]. Ce découpage est motivé
par la volonté de donner une plus grande autonomie aux thémes abordés dans ces
chapitres.

Dans le chapitre 4, on démontre le théoréme 4.3.1, qui estime le nombre de com-
posantes d’espaces de Hurwitz de G-revétements dont la monodromie est contrainte
et dont le nombre de points de branchement tend vers l'infini.

Dans le chapitre 5, on étudie la géométrie du spectre de I'anneau des composantes,
en reliant cet objet aux questions combinatoires du chapitre 4. On énonce et démontre
les théoremes 5.1.4 et 5.5.13 présentés ci-dessus.

Le chapitre 6 s’intéresse aux objets des chapitres 4 et 5 dans le cas des &;-
revétements de IP1(C) dont les éléments locaux de monodromie sont des transpo-
sitions. On donne une présentation du monoide et de I'anneau des composantes
(Théoréme 6.1.1), un critere d’égalité entre éléments du monoide des composantes
(Théoreme 6.2.6 (v)), et une description du spectre de 'anneau des composantes
(Théoreme 6.1.3).

Le chapitre 7 est un troisiéme chapitre d’exposition, constitué de faits connus. On
y présente rapidement la théorie des G-revétements algébriques ramifiés de la droite
projective, I'équivalence entre revétements de la droite et corps de fonctions et le
théoreme d’irréductibilité de Hilbert (Sous-section 7.1.3), le théoréme d’existence de
Riemann (Sous-section 7.1.4), et la version schématique des espaces de modules des
G-revétements ramifiés (marqués ou non) de P! (Section 7.2). On détaille les liens qui
unissent ces schémas aux espaces de Hurwitz topologiques et le role de ces espaces
dans 1’étude de questions arithmétiques — notamment du probleme de Galois inverse.
Un résumé en anglais conclut le chapitre (Section 7.3).

Le chapitre 8, qui reprend les résultats de la prépublication [Seg23], consiste en la
preuve du théoreme 8.1.2. Les trois énoncés qui constituent le théoréme sont démon-
trés dans trois sections correspondantes (Sections 8.2 a 8.4). Chacune de ces sections
correspond a une approche particuliere du probleme, avec ses propres outils : I’action
des tresses dans la section 8.2, le lifting invariant (voir la sous-section 3.4.7) dans la
section 8.3, et la théorie de la chirurgie de Harbater dans la section 8.4.

A la suite du texte, dans I'appendice A, se trouvent un lexique bilingue des termes
introduits dans le texte (Appendice A.1) et un index des notations (Appendice A.2).
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Le document se conclut par l'appendice B, qui est une tentative de vulgarisation
du contenu de cette these a I'attention du public non-mathématicien.

On signale les résultats clés par une clé # dans la marge.

1.4. CONVENTIONS ET NOTATIONS

Dans cette section, nous introduisons des termes et des notations qui sont utilisées
tout au long de la these.

1.4.1. Notations générales

— Le cardinal d’un ensemble X est noté

X|.

— Si C est un objet dans une catégorie quelconque, son groupe d’automorphismes
Aut(C) est I'ensemble des isomorphismes entre C et lui-méme. Etant donné un
morphisme C — D, le groupe d’automorphismes Autp(C) est le sous-groupe de
Aut(C) formé des automorphismes ¢ qui font commuter le diagramme :

c—>——cC
D
— Le n-iéme groupe symétrique &, est vu comme le groupe des permutations de
I'ensemble {1,...,n}. Si A est une partie non-vide de {1,...,n}, on désigne par
G4 le sous-groupe de &, formé des permutations qui fixent les éléments qui ne

sont pas dans A. Si Ay,..., A, sont des parties disjointes de {1, ...,n}, alors G4, X
-+ X 64, est le sous-groupe de &, engendré par &4, ..., G4,.

— Si 91 et 2 sont des chemins (ou des lacets, ou des classes d’homotopie de che-
mins/lacets) dans un espace topologique X, on note 7 * 2 leur concaténation
dans l'ordre « d’abord 74, puis 7 » lorsque ces chemins sont concaténables. Nous
n’écrivons pas toujours le symbole *, notamment pour les classes d’homotopie de
lacets.

— Sit = (t1,...,ty) est une liste de n points d'un espace topologique (ou d'une
variété algébrique) X, on note X \ f le sous-espace de X obtenu en le privant des
points t1,...,t,;. On utilise cette méme notation si ¢t est une partie finie de X, ou
bien s'il s’agit d'une liste non-ordonnée de n points de X (c’est-a-dire une orbite
de n-uplets d’éléments de X sous 'action du groupe symétrique &,,).

— On fixe une cloture algébrique Q de Q. Un corps de nombres est toujours muni
d’un plongement dans Q. Si K est un corps de nombres, on note I'y son groupe
de Galois absolu Gal(Q | K). Le caractere cyclotomique de K est le morphisme de
groupes x : I'x — Z* déterminé par l'action de 'y sur les racines de l'unité : si
{ € Q est une racine n-ieme de l'unité et o € T'g, alors o'({) = ¢x(@) modn,

On utilise, pour certaines estimations asymptotiques, une variante de la notation
«grand O » :
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Définition 1.4.1. Si f est une fonction N — N eta € {0,1,...}, la notation :

f(n) = o! (n“)
signifie que f(n) = O(n?) et f(n) # o(n"). Autrement dit :

0 < limsup (n™"f(n)) < oo.

n—oo

L’exposant a de la définition 1.4.1, quand il existe, est défini de maniére unique :

log f(n)

a = limsup —=2—~2.
;Hoop logn

1.4.2. Groupes

Dans ce travail, G désigne toujours un groupe fini. On utilise en principe les symboles
H,H',Hy, H,, ... pour désigner des sous-groupes de G. Les symboles D, Dy, ... sont
utilisés pour désigner des ensembles de parties de G ou H disjointes, non vides, et
invariantes par conjugaison (possiblement des classes de conjugaison). Les éléments
de I'ensemble D, ainsi que les classes de conjugaison de G ou de ses sous-groupes,
sont désignées par les lettres grecques 1,7/, .... On réserve les notations D*, D}, ...
au cas ol tous les éléments sont des classes de conjugaison. La lettre ¢ désigne souvent
une partie de G invariante par conjugaison (possiblement une classe de conjugaison) ;
dans la plupart des cas, I'ensemble c est I'union des ensembles v € D et D* est
I'ensemble des classes de conjugaison de G contenues dans c. La lettre ¢ fait référence
a une application D — {1,2,...} fixée, qu’on voit comme une multiplicité.

Soit G un groupe fini.

— Si X est une partie de G, on note (X) le plus petit sous-groupe de G contenant X.

— Si X et Y sont des parties (ou des sous-groupes) de G, alors XY est I'ensemble
formé des produits xy ot x € X ety €Y.

— Sig,h € G, on adopte la convention g" = hgh~! pour la conjugaison dans G. Le
groupe des automorphismes intérieurs de G est noté Inn(G).

— Une partie invariante par conjugaison de G est une union de classes de conjugaison
de G.

— Si g est un élément de G, son ordre est noté ord(g). De méme, si 7y est une classe
de conjugaison de G, 'ordre d'un quelconque de ses éléments est noté ord(y).
L'exposant du groupe G est noté exp(G).

— Sin € Z est un entier profini et ¢ € G, alors g" est I'élément g5 ok = n mod |G|.
Si 7 est une classe de conjugaison de G et n est un entier profini (ou un entier),
alors 7" est la classe de conjugaison (bien définie) des puissances n-iemes des
éléments de 7.

— Soit K un corps de nombres. On définit la notion de partie K-rationnelle de G :
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Définition 1.4.2. Une partie ¢ de G est K-rationnelle si pour tout g € cet 0 € I'x on
agk? ce.

Si K =Q, onalm(x) = Z*. Ainsi, les parties Q-rationnelles sont les parties closes
par puissance n-iéme pour tous les entiers n premiers avec |G|. Si K contient toutes
les racines |G|-iémes de 1'unité, alors I'image de x est triviale modulo |G| et toute
partie de G est K-rationnelle. Les parties suivantes sont toujours K-rationnelles : G,
G\ {1}, et toute partie de G ne contenant que des involutions.

— On désigne par G l'abélianisé du groupe G.

1.4.3. Uplets
On désigne les uplets, c’est-a-dire les listes ordonnées, par des lettres soulignées. Soit
un groupe G et un n-uplet ¢ = (81,82, - --,8x) d’éléments de G.
Définition 1.4.3. On définit les invariants suivants :
(i) La taille ’ g‘ du n-uplet ¢ € G" est l'entier n.

(ii) Le produit tg du n-uplet g est I'élément g1¢> - - - gn de G.

(iii) Le groupe < g> du n-uplet g est le sous-groupe de G engendré par g1, &2, - - ., gn-

Suivant [EVW12], on définit également le multidiscriminant. Pour cela, soit H un
sous-groupe de G et c une partie de H invariante par conjugaison et contenant tous
les éléments g;. Soit D* I'ensemble des classes de conjugaison de H contenues dans c.

Définition 1.4.4. Le (H, c)-multidiscriminant du n-uplet g est I'application ppc(g) :
D* — {0,1,...} qui associe & une classe de conjugaison y € D* le nombre d’éléments
de g qui se trouvent dans 7y :

Hac(8)(v) =Hi€{L,...,n}|gi €7}

Quand (H,c) n’est pas spécifié, le multidiscriminant du uplet g est son (<5>,c)-

multidiscriminant, ol ¢ est la plus petite partie de <g> invariante par conjugaison
qui contienne g1, ..., 9.

Si 8118, sont des uplets d’éléments de G, de tailles respectives r; = ‘ 8| alors :

Définition 1.4.5. La concaténation g g, ---g_ des uplets g ,...,g_est le (Y ri)-uplet
suivant d’éléments de G:

(gl,lr cee /gl,rlrgZ,lr cee /gZ,rzr oo /gs,ll o rgs,rs) .
Le groupe < 8yrer8, > engendré par les uplets g ,...,&_ est le sous-groupe de G
engendré par les sous-groupes < g 1> e < §s>.

1.4.4. Terminologie pour les schémas

Nous précisons ici la terminologie et les notations que nous utilisons pour dési-
gner certaines propriétés des schémas, de leurs sous-schémas ou de leurs points. Ces
conventions sont utilisées dans les chapitres 7 et 8, mais peuvent étre ignorées pour
la lecture des autres chapitres.

Soit L un corps. Notre définition des L-schémas requiert la séparation :

Définition:
Partie K-rationnelle d'un
groupe

Définition:
Taille, produit et groupe
d’'un uplet

Définition:
(H, ¢)-multidiscriminant
d’un uplet

Définition:
Concaténation de uplets
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Définition 1.4.6. Un L-schéma est un schéma muni d’'un morphisme séparé dans
Spec(L). Un morphisme entre deux L-schémas X et Y est un morphisme de schémas
X — Y qui fait commuter le diagramme suivant :

X Y

~

Spec(L)

Soit L'|L une extension de corps et X un L-schéma de type fini.

Définition 1.4.7. L'extension des scalaires de X a L', notée X/, est le L’-schéma défini

comme le produit fibré X x Spec(L’). On a le carré cartésien suivant :
Spec(L)

X — Spec(L')

|7

X — Spec(L)
Pour les points, on adopte les conventions suivantes :

Définition 1.4.8. Un L'-point de X est un morphisme de L-schémas de Spec(L’)
dans X, ou de maniére équivalente un morphisme de L’-schémas de Spec(L’)
dans X;,. L'ensemble des L'-points de X est noté X(L'). Les L-points de X sont aussi
appelés points géométrigues.

Définition 1.4.9. Un L’-point x € X (L) est L-rationnel s'il existe un L-point x’ € X(L)
tel que le diagramme de L-schémas suivant commute :

Spec(L') —— Spec(L) SN
x
Le point x’ est alors appelé un L-modéle du point x.
On introduit les notions analogues pour les sous-schémas de X :

Définition 1.4.10. Un L'-sous-schéma Y de X, est défini sur L s'il existe un L-sous-
schéma Y’ de X tel que Y = (Y’);/ (en tant que sous-schémas de X;/). Dans ce cas, le
corps L est un corps de définition de Y, et le L-sous-schéma Y’ est un L-modele de Y.

On suppose & présent I'extension L'|L galoisienne. Un élément o € Gal(L'|L) induit
un automorphisme du L-schéma Spec(L’), qu’on note Spec(¢). Le groupe Gal(L'|L)
agit sur un L'-point x € X(L') par la formule o.x = x o Spec(¢), et sur un L'-sous-
schéma Y C X, par produit fibré le long du morphisme idx x  Spec(0):

Spec(L)
Spec(L') oY —— Xy

J .
Spec(a)l T.x J lldxsp;(L)Spec(a) )

Spec(L') —— X Y —— Xp

Définition:
L-schéma

Définition:
Extension des scalaires

Définition:
L'-point
Point géométrique

Définition:
Point L-rationnel
L-modele

Définition:
Sous-schéma défini sur L
Corps de définition
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Proposition 1.4.11. On a les équivalences suivantes :
— Un L'-point de X est L-rationnel si et seulement s'il est invariant sous l'action de
Gal(L'|L).

— Un L'-sous-schéma Y de Xj; est défini sur L si et seulement s'il est globalement pré-
servé par l'action de Gal(L'|L), c’est-a-dire que pour tout ¢ € Gal(L'|L) il existe un
L'-automorphisme ¢’ de Y qui fasse commuter le diagramme suivant :

C
Y «—— XL’
Ul J{idxsp;é(L)Spec(U) .
Y «—— XL/

— Si L' est algébriquement clos et que Y est un L'-sous-schéma réduit de Xy, alors Y est
défini sur L si et seulement si le sous-ensemble Y (L) de X(L') est globalement préservé
par Uaction de Gal(L'|L) sur les L'-points de X.

Proposition:
Un énoncé de descente ga-
loisienne
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THIs THESIS is devoted to the study of the connected components of Hurwitz spaces,
moduli spaces of covers which are related to number-theoretical questions — notably
the inverse Galois problem. We study the connected components of these spaces from
two distinct perspectives:

— First, we investigate the combinatorial behavior of the connected components of
Hurwitz spaces: what can be said about the asymptotical count of these compo-
nents as the number of branch points of the covers increases?

This question lies at the heart of Chapters 5 to 7. It revisits issues raised by the
works of Ellenberg, Tran, Venkatesh, and Westerland, who highlighted connections
between the homology of Hurwitz spaces and the statistical distribution of function
fields over finite fields [EVW16; EVW12; ETW17].

— Secondly, we consider the arithmetic properties of the components of Hurwitz
spaces, in particular their fields of definition.

Constructing components with small fields of definition is a necessary step towards
solving the regular inverse Galois problem — it is a weak form of this problem. We
address this question in Chapter 8.
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In both situations, for counting components as well as for studying their fields of
definition, a single geometric operation plays a central role in our work: the gluing
of components. The combinatorial importance of this operation is already apparent
in [EVW16], and [Cau12] emphasizes its arithmetical relevance, but we make efforts
to unify the paradigms of these authors in order to exploit the full potential of their
methods.

Our introduction is organized as follows: in Section 1.1, we present in greater detail
the objects and questions that we investigate, emphasizing the motivations behind
their study. We detail our main results in Section 1.2. In Section 1.3, we specify the
content of each chapter. Finally, we introduce some notation common to the whole
text in Section 1.4.

1.1. TOPICS COVERED

The main objects of this thesis are Hurwitz spaces. Given a finite group G and an
integer n, Hurwitz spaces are moduli spaces which classify G-covers branched at n
points — we mostly consider covers of the projective line IP'. There are various types of
Hurwitz spaces, depending on whether the branch points are ordered or not, whether
the covers are marked or not, whether the covers are required to be connected or not,
etc.

The geometry of these moduli spaces reflects the fact that a cover can be con-
tinuously deformed as its n branch points move while remaining distinct. Hurwitz
spaces are themselves covers, finite and unramified but not necessarily connected, of
configuration spaces of n points on the projective line. For this reason, the geometric
properties of these spaces largely come from combinatorial facts about braid groups
and their action on lists of elements of G.

One can approach Hurwitz spaces from a purely geometric perspective — as topo-
logical or analytic spaces —, or from an algebraic perspective — as schemes or stacks.

1.1.1. Motivations for the geometric and arithmetic study of Hurwitz
spaces

The algebraic aspect of Hurwitz spaces provides a framework for the study of rational
points, particularly of K-points when K is a number field.

Up to some complications (these moduli spaces are generally not fine), K-points
of Hurwitz spaces correspond to branched G-covers of Pk, i.e. (assuming moreover
that these covers are irreducible) to Galois extensions of K(t) whose Galois groups
are isomorphic to G.

Hilbert’s irreducibility theorem establishes that such an extension can be special-
ized into an extension of K whose Galois group is G. Thus, Hurwitz spaces are a
tool of choice for inverse Galois theory, whose main question is whether every finite
group can be realized as the Galois group of an extension of the field of rational num-
bers. For example, if G is a finite centerless group, one can realize it as a Galois group
over Q by finding a Q-point of a Hurwitz space of connected branched G-covers of
the projective line.

In a different direction, the count of IF;-points of Hurwitz spaces, where g is co-
prime to |G, is related to the distribution of extensions of IF;(T) with a given Galois
group, and thus to the Malle conjecture on function fields over finite fields.
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This approach has been explored in the articles [EVW16; EVW12; ETW17], which
highlight a strategy for this counting problem which is based on the same principles
as the proof of the Weil conjectures: the geometric study of Hurwitz spaces, and in
particular of their homology, is at the heart of this idea.

1.1.2. The gluing operation and components of Hurwitz spaces

Consider two marked G-covers of the complex line (projective or affine) whose respec-
tive monodromy groups are subgroups H and H' of G. We assume that the branch
locus of these two covers are disjoint, and consist of # and n’ points respectively. It
is then possible to glue these covers into a single marked G-cover, branched at n + n’
points, whose monodromy group is the subgroup of G generated by H and H'.

This operation can be described in combinatorial terms: a bijection relates marked
G-covers, branched at n specified points and n-tuples (g1,...,84x) of elements of G
(with the additional condition that the product g147 - - - g» is equal to 1 in the case
of the projective line). To glue two marked G-covers together, one concatenates the
corresponding lists of elements of G.

Hurwitz spaces are generally not connected, and their non-connectedness is a ma-
jor geometric difficulty. Studying the geometry of a component taken independently
essentially amounts to understanding the homology of braid groups. The problem
then remains of combining this information. For this, it is necessary to have a good
understanding of the connected components.

The gluing operation, defined above in terms of marked G-covers, induces an op-
eration at the level of connected components of Hurwitz spaces. This tool sheds light
on the structure of the set of components by providing it with an algebraic structure.
More precisely, we define a monoid and a ring of components. These objects were
introduced in [EVW16], and they are central to our work.

1.1.3. Counting components

We explore the question of the number of components of Hurwitz spaces, and more
specifically how this number behaves asymptotically as the number of branch points
grows. An important tool is the combinatorial description of covers: we are count-
ing the orbits, under the braid group action, of n-tuples of elements of G. We use
invariants to determine whether two n-tuples of elements of G (that is, two marked
G-covers branched at n points) are in the same orbit for the braid group action (that
is, the covers are in the same connected component).

The growth of the number of connected components is related to arithmetic ques-
tions: the number of components is the 0-th Betti number of the Hurwitz spaces,
and a key point of [EVW16; Tie16] is that the dimension of higher homology is con-
trolled by this number. Using the Grothendieck-Lefschetz trace formula and Deligne’s
bounds on Frobenius eigenvalues, one can estimate the number of F;-points of Hur-
witz spaces using the Betti numbers. This leads to an estimate of the count of ex-
tensions of IF,;(T) with Galois group G. This strategy allows Ellenberg, Tran, and
Westerland to prove the upper bound of Malle’s conjecture over IF4(T).

Generalizing the ring of components from [EVW16] to G-covers of the projective
line, we define a commutative graded ring of finite type, whose Hilbert function
counts components of Hurwitz spaces as a function of the number of branch points.
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The growth of the Hilbert function of a graded ring is related to geometric properties
of its spectrum, such as dimensions and degrees. This motivates our further study of
the geometry of spectrums of rings of components of the Hurwitz spaces (Chapter 5).

In the classical situation of & ;-covers of the projective line whose local monodromy
elements are transpositions, we give an exact formula for the count of components of
Hurwitz spaces (Theorem 6.1.2), and we describe the spectrum of the ring of compo-
nents (Theorem 6.1.3).

1.1.4. Fields of definition of components of Hurwitz spaces

The question of determining which connected components of the Hurwitz spaces are
defined over Q — and in particular, isolating those that are likely to contain rational
points— is studied in [FVg1; DEo6; Cau12; EVW12]. We focus on the problem of sta-
bility of fields of definition of components for the gluing operation (Question 8.1.1).
This question has already been addressed in [DEo6; Cau1z2], but we give it a central
place.

Our approach is related to the search for gluing operations on non-algebraically
closed fields. For example, in the case of complete valued fields, a patching operation
defined by Harbater [Haros] implies a positive answer to the regular inverse Galois
problem: one can glue covers whose group is cyclic. In our case, we work over
number fields, but we weaken the problem by replacing covers with components
of Hurwitz spaces — i.e. geometrically irreducible families of covers. The gluing
operation, which has a geometric origin, is very “transcendental”: we do not expect
it to have good arithmetic properties. We prove Theorem 8.1.2, which provides a
positive answer to the question in various situations. The proof of this result uses
diverse tools: a theorem from [Cauiz] and braid calculations; the lifting invariant
introduced in [EVW12]; and Harbater’s patching theory [Haros3].

1.2. CONTRIBUTIONS

The contributions of this thesis are concentrated in Chapters 4 to 6 (for combinatori-
al/geometric results) and in Chapter 8 (for arithmetic results). Chapters 2, 3 and 7
serve as expository chapters.

In what follows, we summarize the main results of each chapter. Some statements
are given in a concise form, which may be weaker than those in the manuscript.

Chapter 4 Counting Components of Hurwitz Spaces
Taken from [Seg22]

Main result: Theorem 4.3.1

Let G be a fixed group and let D be a set of conjugacy classes of G. We fix a
function ¢ : D — Z that assigns to each class v € D a “multiplicity”. In what
follows, the topological space X is either the complex affine line A!(C) or the
complex projective line IP(C). In either case, a basepoint t is fixed.

We consider a subgroup H of G that has a non-empty intersection with each
conjugacy class v € D, and that is generated by the intersections v N H for
v € D (see Definition 3.2.20).

We denote by 71oCHur*(H, Dy, néy) the set of connected components of
the Hurwitz space (Definition 3.2.15) of marked branched G-covers of (X, ty)
(Definitions 2.2.13 and 2.3.15) which satisfy the following properties:
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— their monodromy group (Definition 2.2.18) is the group H;

— their monodromy classes (Definition 2.3.25), seen as conjugacy classes of G,
all belong to the set D;

— aclass y € D is the monodromy class at exactly né(vy) branch points.

Description of Theorem 4.3.1. We estimate the following number of com-
ponents as the integer 7 tends to infinity:

HFH(TZ) = |7'(0CHur*(H, DH,né‘H)\.

In all cases, the main measure of the growth of this number components is
the splitting number Q)(Dyy) (Definition 4.2.3): it is the difference between the
number of conjugacy classes of H that are contained in a conjugacy class of G
belonging to the set D, and the cardinality of the set D. This integer measures
how much the conjugacy classes of G belonging to D tend to split into multiple
conjugacy classes when intersected with the subgroup H.

We obtain the following estimates:

— When X is the affine complex line A!(C), an explicit equivalent is obtained
in all cases:

Concise statement of Theorem 4.3.1 (i)
The function HFp is asymptotically equivalent to a monomial of de-

gree O(Dpy):

HFy(n) o an®(Ph),

We compute the leading coefficient «, which involves the second ho-

mology group of H.

— When X is the complex projective line IP!(C), the most general statement is
less constraining:

Theorem 4.3.1 (iv)

The function HF g is O <nQ(DH)> , but not o <nQ(DH)> .

However, in particular situations, better results are obtained:
Concise statement of Theorems 4.3.1 (ii) and 4.3.1 (iii)

An “average dominant coefficient” of HFy is computed, assuming
we are in one of the two following situations:

- the splitting number Q)(Dp) is zero, i.e. the intersection of the con-
jugacy classes considered (the elements of D) with the subgroup
H are conjugacy classes of H (cf. Definition 4.2.2);

— the set D consists of a single conjugacy class ¢ of G, and ¢(c) = 1.

The homology of the group H is involved in the expression of the
leading coefficient.
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These estimates generalize results from [EVW16]: the authors prove that
there is a form of homological stability when X = A'(C), Q(Dg) =0, D = {c}
and {(c) = 1. An instance of this stability phenomenon is the fact that the
function HFp is bounded in this case.

Chapter 5 The Geometry of Rings of Components of Hurwitz Spaces
Taken from [Seg22]

Main results: Theorems 5.1.4 and 5.5.13

Let G be a finite group, D be a set of conjugacy classes of G, and ¢ : D —
{1,2,...} be a map.

Let 7rOHur]Pl ©) (G, D, ng) be the set of connected components of the Hurwitz
space of marked G-covers of (IP!(C), ) that satisfy the following properties:

— their monodromy classes (Definition 2.3.25), seen as conjugacy classes of G,
belong to the set D;

— aclass y € D is the monodromy class at exactly né(vy) branch points.

The gluing operation (Definition 2.4.16) induces a structure of commutative
graded monoid of finite type (Definition 3.4.10, Proposition 3.4.6, et Corol-
lary 3.4.18) on the following set:

Comppi (¢ (G, D,¢) = | | moHurp, (G, D, ng).
n>0
Let k be an algebraically closed field of characteristic coprime to the order
of G. The ring of components R (Definition 3.4.12) is the algebra of the monoid
Compp: ©) (G, D, ¢) over the field k:

R = k[Comp]Pl(C)(G, D, g)}

It is a commutative k-algebra of finite type. We consider the set Spec(R) (k)
of k-points of its spectrum, equipped with the Zariski topology. The goal of
Chapter 5 is to describe this set, seen as embedded in a certain affine space
AN (k).

A first result, Proposition 5.1.3, states that Spec(R) (k) decomposes as a union
of disjoint subsets ¢ (H) (Definition 5.1.2) where H ranges over subgroups of
G:

spec(R)(K) = || 7e(H).
HeSubg p
Thus, to describe Spec(R)(k), it suffices to describe each of the subsets yz(H).
Such a description is partially achieved by Theorem 5.1.4.

Description of Theorem 5.1.4. Theorem 5.1.4 computes the Krull dimension
of the set yz(H):

Theorem 5.1.4

The Krull dimension of yz(H) is equal to Q(Dpy) + 1, where Q(Dp) is
the splitting number (cf. Definition 4.2.3).

The proof of this result relies on the estimates from Chapter 4.
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In Subsection 5.4.5, we go a little further. We assume that R is generated
by its non-trivial homogeneous elements of minimal degree, and that we are
in one of the two situations covered by Theorems 4.3.1 (ii) and 4.3.1 (iii). We
determine the degree of v¢(H) as a subvariety of projective space. For instance,
if O(Dy) = 0, then v¢#(H) is a union of lines intersecting at the origin, with the
origin removed. We relate the number of these lines to the second homology
group of H.

Description of Theorem 5.5.13. Theorem 5.5.13 describes the set Spec(R) (k)
completely in specific situations. Rather than introducing numerous notations,
we make stronger assumptions here. The fact that the hypotheses below imply
those of Theorem 5.5.13 is a consequence of Proposition 5.5.9.

We consider the situation where D contains a single conjugacy class ¢ and
¢(c) = 1. Furthermore, we assume that the ring of components R is generated
by its nontrivial homogeneous elements of minimal degree, and we denote the
number of these elements by N. We also assume that for any subgroup H
of G such that H = (cN H), there exist subgroups Hj, ..., Hy satisfying the
following properties:

— the subgroups Hy, ..., Hy generate H:
H = <H1,...,Hk>,‘

— for all i # j, elements of H; commute with elements of Hj;

— for any two disjoint subsets A and B of 1,...,k, the subgroups ((Hg)sca)
and ((Hp)pep) have trivial intersection;

— we have:
k

¢cNH=||(cnH);
i=1

— foralliel,...,k the set cN H; is a conjugacy class of Hj, i.e. Q(DH,-) =0;
— the set mpCHurp, (C)(H, Dy, ngy) (cf. above in the description of Theo-

rem 4.3.1) contains at most one component, for each #.

For each subgroup H of G such that c N H is a conjugacy class of H, we
define a specific point ey in the affine space AN (k), that is, a vector ey € kN
(cf. Definition 5.5.11 for the definition of ey). We finally describe Spec(R) (k)
as a subset of k:

A special case of Theorem 5.5.13

Let H be a subgroup of G such that H = (cNH), and subgroups
Hjy, ..., Hg like above. Then:

k

ve(H) = {Z Aen;,

=il

Al,...,/\kEkX},

i.e. 7z(H) is the vector subspace of kN generated by ey, ..., ep,, minus
the vector subspaces generated by any k — 1 of these points.

Combined with Proposition 5.1.3, this theorem gives a full description of
Spec(R)(k) = Un ¢ (H).
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Chapter 6 A New Look at the Case of Symmetric Groups
Taken from [Seg22]

Main results: Theorems 6.1.1 to 6.1.3

Let d > 3 be an integer, and let ¢ be the conjugacy class of transpositions in
the symmetric group &;. We consider the same objects as in Chapters 4 and 5,
namely the rings of components of Hurwitz spaces, their Hilbert functions (i.e.
the count of connected components of Hurwitz spaces as a function of the
number of branch points), and their spectrums. Our goal is to describe these
objects in the specific case where X = IP}(C), G = &, D = {c}, and &(c) = 1.
This is a classical situation, studied by Hurwitz himself — indeed, it is in this
context that Hurwitz spaces were first defined (cf. [Hurg1]).

To state the results of this chapter, we fix a field k of characteristic zero or
greater than d.

Description of Theorem 6.1.1. First, we give an explicit presentation of the
monoid and ring of components, by generators and relations:

Theorem 6.1.1

The graded monoid of components Compy: (C)(Gd, c) is generated by
elements X;; for all 1 < i < j < d, of degree 2 and subject to
the following relations which generate all relations among elements of

Compyp c) (G4, ¢):
— Commutation relations:

1<i<j<d
Xinkl :Xleij for all {1 zk ]lzd

— Braid relations :
Xinjk = XikX]'k = Xinik if1<i< ] <k<d.

This is a presentation by generators and relations of the monoid of com-
ponents. The ring of components:

Rpi1(c) (64, ¢) = k[Compp: ¢ (S, )]
has the following presentation as a commutative graded k-algebra:

k[(Xij)1<i<j<al
ik Xjer XijXije — XijXieh1<icjck<d

Reio)(Sa¢) = (X Xje — X

where the generators X;; have degree 2.

This result follows from an exact characterization of orbits under the braid
group action of tuples of transpositions whose product is 1 (Theorem 6.2.6).

Description of Theorem 6.1.2. We determine the Hilbert function HF(n)
of the ring of components. This function counts the connected components of
the Hurwitz space of &;-marked covers of ]Pl(C), not necessarily connected,
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branched at n points at which the local monodromy elements are transposi-
tions.

If n is odd, then HF(n) = 0. We focus on the values taken by HF at even
integers; these values are described by the following theorem:

Theorem 6.1.2

Letd’ = |d/2]. There exists a polynomial with leading coefficient:

d! A1 if 1
mn if d is even,

d/ d! d -1 . :
<1 + 3> WTI if d is Odd,

such that HF(2n) coincides with this polynomial for n > d — 1.
We have an exact formula for HF(2n):

iclizs @ (n—s+w—1 d
1) ;o

s=1w=1j=0

where S(n,, k) denotes the Stirling numbers of the second kind.

Description du Theorem 6.1.3. In the spirit of Chapter 5, we describe

the set of k-points of the spectrum of the ring of components Rﬂ)l(c)(Gd,C>,

d(d—1) d(d-1) . . .
2 (k) = k= z . We are in a situation covered by

seen as a subset of A
Theorem 5.5.13, and we obtain a similar description. We use ordered pairs
(i,j) with 1 < i < j < d to index the coordinates in the vector space KT
We denote by e; ; the basis vector associated with the coordinate (,j), and we
define for every subset A C {1,...,d} the vector ¢4, sum of the basis vectors
e;,; taken over pairs (i,j) where i < jand i,j € A.

We then describe the set of k-points of the spectrum of the ring of compo-
nents as follows:

Theorem 6.1.3

The set Spec (R]l')l(C)(Gd, c)) (k) is the union of the vector subspaces

of kd<d2_ 2 spanned by the vectors ey ,...,e,,, taken over all maximal
families {A1, ..., A;} of disjoint subsets of {1,...,d}.

Chapter 8 Fields of Definition of Components of Hurwitz Spaces
Taken from [Seg23]

Main result: Theorem 8.1.2

In this chapter, we study fields of definition of connected components of Hur-
witz spaces. Specifically, we describe situations where the gluing of two com-
ponents, both defined over a given number field K, is also defined over K. This
work builds on and extends the connections highlighted in [Cau12], which
generalize the results of [DEo6].

37
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The search for components with a small field of definition is related to the
regular inverse Galois problem. Indeed, a regular Galois extension of Q(t)
whose Galois group is G corresponds to a rational point of the corresponding
Hurwitz space; the connected component of this point is then defined over Q.
Therefore, finding components defined over Q is an essential step, which helps
us know where rational points can reasonably be expected to be found.

Description of Theorem 8.1.2. Consider a number field K and two con-
nected components x and y of the Hurwitz space of marked G-covers of the
projective line. Let H; and Hj be the respective monodromy groups of the
marked G-covers belonging to the components x and y, and let H be the sub-
group of G generated by H; and H,.

Assume that the components x and y are defined over K. Our main focus is
Question 8.1.1: is the component xy, obtained by gluing x and y, defined over
K?

Theorem 8.1.2 provides a partial answer to this question:

Theorem 8.1.2

(i) If every element of H can be written is a product of an element of H;
and an element of Hj, then the glued component xy is defined over
K.

(ii) There exists an integer M, depending only on the group G, such
that if every conjugacy class of H that is a monodromy class of the G-
covers in the component xy is a monodromy class at at least M branch
points, then the component xy is defined over K. In particular, (xy)M
is defined over K.

(iii) There exist elements 7,7’ € H such that <H¥ ,H) ,> = H and such

that the component xVyVI, obtained by letting vy, ¢’ act on the compo-
nents x,y and by gluing the resulting components, is defined over K.

Each of the three statements that make up Theorem 8.1.2 is proven using
specific methods. Theorem 8.1.2 can be seen as a weakened version, over num-
ber fields, of the gluing operation: we do not glue marked G-covers themselves,
but their components.

An application of Theorem 8.1.2 (iii) is given in Example 8.4.6. The only spo-
radic simple group not yet known to be a Galois group over Q is the Mathieu
group Mps: the question of its realization has been extensively studied [H&22].
We construct components defined over Q of connected Mj3-covers having only
four branch points (to be compared with the fifteen branch points used by
[Cau16]).

We also prove Proposition 8.2.8, which states that the action of the absolute
Galois group of K on components of Hurwitz spaces is entirely determined by
the action on components up to a certain number of branch points (one can
take |G| exp(G)).
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1.3. OUTLINE OF THIS THESIS
We now describe the organization of the text, chapter by chapter.

Chapters 2 and 3 are expository chapters in French.

In Chapter 2, we present classical facts about branched topological (G-)covers (Sec-
tions 2.2 and 2.3) and their combinatorial description (Section 2.4). The statements of
this chapter are classical: for many, the introduction (Section 2.1) or the summary in
English (Section 2.5) will provide enough information.

In Chapter 3, we define Hurwitz spaces (Sections 3.2 and 3.3) as well as monoids
and rings of components defined in [EVW16] (Section 3.4). We mention various prop-
erties of these objects. The chapter ends with a summary in English (Section 3.5).

Chapters 4 to 6 are taken from the preprint [Seg22]. This paper has been split into
three chapters to give more autonomy to the topics developed in each chapter.

In Chapter 4, we prove Theorem 4.3.1. This theorem gives asymptotic estimates
of the number of components of Hurwitz spaces of G-covers whose monodromy is
constrained and whose number of branch points tends to infinity.

In Chapter 5, we study the geometry of the spectrum of the ring of components,
which we relate to the combinatorial questions of the previous chapter. In particular,
we state and prove Theorems 5.1.4 and 5.5.13.

Chapter 6 concerns the explicit description of objects from Chapters 4 and 5 in
the situation of &;-covers of the complex projective line whose local monodromy
elements are transpositions. We give a presentation of the monoid and of the ring
of components (Theorem 6.1.1), a computable criterion of equality between elements
of the monoid of components (Theorem 6.2.6 (v)), and a description of the set of
geometric points of the spectrum of the ring of components (Theorem 6.1.3).

Chapter 7 is another exposition chapter, whose content is known. We quickly
present algebraic G-covers of the projective line, the equivalence between covers of
the line and function fields (Subsection 7.1.3), Hilbert’s irreducibility theorem (Sub-
section 7.1.3), Riemann’s existence theorem (Subsection 7.1.4), and Hurwitz spaces of
branched G-covers (marked or not) of P!, seen as schemes (Section 7.2). We detail the
links between these schemes and topological Hurwitz spaces, and we insist on the
role of these spaces in the study of arithmetical question — notably for inverse Galois
theory. A summary in English concludes the chapter (Section 7.3).

Chapter 8, whose content is taken from the preprint [Seg23], is centered around the
proof of Theorem 8.1.2. The three statements which constitute the theorem are proved
in three corresponding sections (Sections 8.2 to 8.4). Each section corresponds to a
particular approach to the problem with its own tools: the braid action in Section 8.2,
the lifting invariant (presented in Subsection 3.4.7) in Section 8.3, and Harbater’s
patching theory in Section 8.4.

In Appendix A, which comes after the text, the reader will find a bilingual glossary
(Appendix A.1) and an index of notations (Appendix A.2).

Finally, the document ends with Appendix B, which is an attempt (in French) to
give an idea of the contents of this thesis to non-mathematicians.

Key results are indicated by a small key P in the margin.
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1.4. CONVENTIONS AND NOTATIONS

In this section, we define and introduce various terms and symbols which are used
in the whole thesis.

1.4.1. General
— We denote the cardinality of a set X by | X]|.

— If C is an object in any category, its automorphism group Aut(C) is the set of isomor-
phisms between C and itself. Given a morphism C — D, the group Autp(C) is
the subgroup of Aut(C) consisting of automorphisms ¢ which make the following
diagram commute:

— The n-th symmetric group &, is understood as the set of permutations of the set
{1,...,n}. If Ais a non-empty subset of {1,...,, }, we denote by & 4 the subgroup
of &, consisting of permutations that stabilize every element notin A. If Ay, ..., A,
are pairwise disjoint subsets of {1,...,n}, then G4, X - - x & 4, is the subgroup of
&, generated by G4, ..., G4,.

r

— If 71, 72 are paths (or loops, or homotopy classes thereof) in a topological space X,
then we denote by 1 * 7, their concatenation in the order “first 1, then 72" when
they are composable. We do not always include the character *, especially when
dealing with homotopy classes of loops.

— If t = (t1,...,t,) is a list of n points of a topological space (or algebraic variety)
X, then we denote by X \ t the subspace of X obtained by removing the points
t1,...,ty. The same applies if ¢ is a finite subset of X, or if it is an unordered list —
i.e., the orbit of an n-tuple under the action of the symmetric group &,.

— We fix an algebraic closure Q of Q. Number fields are equipped with an embed-
ding in Q. If K is a number field, we denote by 'y the absolute Galois group
Gal(Q | K). The cyclotomic character of K is the group morphism y : Tgx — Z*
determined by the Galois action on roots of unity: if { € Q is an n-th root of unity
and ¢ € Tk, then ¢({) = gx(7) modn

We use a variant of the big O notation to state asymptotic results, to indicate that
our bounds are sharp (hence the use of the ff symbol):

Definition 1.4.1. If f is a function N — IN and ¢ € {0,1,...}, the notation:

) = 0%
means that f(n) = O(n%) and f(n) # o(n®), i.e.:
0 < limsup (n_éf(n)> < 0.

The exponent ¢ from Definition 1.4.1, if it exists, is uniquely defined:

Definition:
Sharp big O notation
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1.4.2. Groups

In this work, G always denotes a finite group. The characters H, H ',Hy, Hp, ... usually
denote subgroups of the group G. The symbols D, Dy, ... are used to denote sets
of disjoint non-empty conjugation-invariant subsets of G or H (possibly conjugacy
classes). Elements of the set D, as well as conjugacy classes, are denoted by the greek
letters 7y, v/, . ... The symbols D*, Dy, ... are reserved for the particular case where all
elements are conjugacy classes. The character ¢ often denotes a conjugation-invariant
subset of G (possibly a conjugacy class); in general, ¢ is the union of the sets v € D
and D* is the set of all conjugacy classes G contained in c¢. The symbol ¢ refers to a
fixed map D — {1,2,...}, seen as a multiplicity map.

Let G be a finite group.
— If X is a subset of G, then (X) is the smallest subgroup of G containing X.

— If X and Y are two subsets (or subgroups) of G, then XY is the set of products xy
wherex € Xandy € Y.

— If g, h € G, we use the following notation for conjugation:
g =hgh™1.
The group of inner automorphisms of G is denoted by Inn(G).
— A conjugation-invariant subset of G is a union of conjugacy classes of G.

— If g is an element of G, its order is denoted by ord(g). Similarly, if y is a conjugacy
class of G, the order of any of its elements is denoted by ord(-y). The exponent of
the group G is denoted by exp(G).

— If n € Z is a profinite integer and ¢ € G, then g" is the element g* where k = n
mod |G|. If ¥ is a conjugacy class of G and  is a profinite integer (or an integer),
then 7" is the well-defined conjugacy class of the n-th powers of elements of .

— Let K be a number field. We define K-rational subsets of G in the following way:
Definition 1.4.2. A subset c of G is K-rational if for every g € c and ¢ € I'y we have

gX@) e ¢,

If K = Q, we have Im(x) = Z*. Therefore, Q-rational subsets are subsets closed
under n-th powers for all n coprime with |G|. In contrast, if K contains all |G|-th
roots of unity, then the image of x is trivial modulo |G| and every subset of G is
K-rational. Examples of sets which are always K-rational include G, G\ {1}, as
well as any subset of G consisting of involutions.

— We denote by G the abelianization of the group G.

1.4.3. Tuples

We denote tuples (i.e. ordered lists) with underlined letters.
If ¢ = (81,82, --,§n) is an n-tuple of elements of a group G, then:



42 INTRODUCTION (ENGLISH)

Definition:
Definition 1.4.3. The size of the n-tuple g denoted by ‘ gl is the number n of items in Size of a tuple
g

Definition:

Definition 1.4.4. The product of the n-tuple g, denoted by 7g, is the element 18> - - - gu

Product of a tuple
of G.

Definition:
Definition 1.4.5. The group of the n-tuple g, denoted by < g>, is the subgroup of G Group of a tuple
generated by g1, 92,...,%n-

Following [EVW12], we now define the multidiscriminant. For this, let H be a
subgroup of G and ¢ be a conjugation-invariant subset of H such that all the elements
gi belong to c. We denote by D* the set of all conjugacy classes of H which are
contained in c¢. A conjugacy class v € D* appears in g (or occurs) if there is some i for
which g; € 7. B

Definition:
Definition 1.4.6. The (H, c)-multidiscriminant of g is the map pup(g) : D* — {0,1,...} (H, ¢)-multidiscriminant
which maps a class y € D* to the number of items of ¢ which are in 7, i.e.: of a tuple
pre(@)(r) ={i € {L,....n}[gi € 7}
When (H, c) is not specified, the multidiscriminant of 8 is the (H, ¢)-multidiscriminant
where H = < g> and c is the smallest conjugation-invariant subset of H which con-
tains g1,...,gn.
If 8ys---18, are tuples of elements of G, of respective sizes r; = ‘ 8| then:
Definition:

Definition 1.4.7. The concatenation 8,8, "8, of the tuples 818,18 the following Concatenation of tuples
(X_ri)-tuple of elements of G:

(gl,l/ cee /gl,i']/gz,l/ cee /gz,rzr e /gs,ll e /gs,rs) .
The group < 8yreees gs> generated by the tuples g ,...,g_is the subgroup of G gen-
erated by the subgroups <&> ooy <§s>.

1.4.4. Terminology for schemes

We detail here the terminology and notation which we use to refer to some properties
of schemes, of their subschemes or of their points. These terms are used extensively
in Chapters 7 and 8, but they can be ignored for other chapters.

Let L be a field. Our definition of L-schemes includes separatedness:
Definition:
Definition 1.4.8. L-schemes are schemes equipped with a separated morphism into L-scheme

Spec(L). A morphism between two L-schemes X and Y is a morphism of schemes
X — Y which makes the following diagram commute:

X Y

~

Spec(L)

Let L' | L be a field extension and X be an L-scheme of finite type. We denote
extension of scalars by a subscript:
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Definition:
Definition 1.4.9. The extension of scalars of X to L' is the following L’-scheme: Extension of scalars

X, ¥ x o o« Spec(L').
Spec(L)

It fits in the following Cartesian square:

X — Spec(L’)
|-
X — Spec(L)

Our definitions and notation for points are the following:
) Definition:
Definition 1.4.10. An L'-point of X is a morphism of L-schemes from Spec(L’) to X, L'-point

or equivalently a morphism of L'-schemes from Spec(L’) to X/. The set of L'-points  Geometric point
of X is denoted by X(L'). The L-points of X are also called geometric points.

) Definition:
Definition 1.4.11. An L’-point x € X(L') is L-rational if there exists an L-point x" € L-rational point
X (L) such that the following diagram of L-schemes commutes: L-model

Spec(L') —— Spec(L) ESIN
X
The point x’ is called an L-model of the point x.
We introduce the analogous notion for subschemes of X;/:
Definition:

Definition 1.4.12. An L'-subscheme Y of X/ is defined over L if there exists an L- Subscheme defined over L

subscheme Y’ of X such that Y = (Y’)[/ (as subschemes of X;/). In this case, the field  Field of definition
L is a field of definition of Y, and the L-subscheme Y’ is an L-model of Y.

Assume now L' | L is Galois. An automorphism ¢ € Gal(L’' | L) induces an L-
automorphism of Spec(L’) which we denote by Spec(c). The group Gal(L' | L) acts
on an L'-point x € X(L') by the formula o.x = x o Spec(¢) and on an L'-subscheme
Y C X,/ by pullback along idy x Spec(0):

Spec(L)
Spec(L’) oY — Xy
ox - idy x  Spec(c)
Spec(0) Spec(L) .
Spec(L') —— X Y —— Xp

We state the following classical “descent” results:
. ) Proposition:
Proposition 1.4.13. The following equivalences hold: A result of Galois descent

— An L'-point of X is L-rational if and only if it is invariant under the action of Gal(L" | L).

— An L'-subscheme Y of Xy, is defined over L if and only if it is globally preserved by the
action of Gal(L' | L), i.e. for every o € Gal(L' | L) there is an L'-automorphism o’ of Y
such that the following diagram commutes:

Y ‘é} XL’
Ul J{idx X Spec(0) .

Spec(L)

Y‘é}XL/
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— If L' is algebraically closed and Y is a reduced L'-subscheme of X/, then Y is defined over
L if and only if the subset Y (L") of X(L') is globally preserved by the action of Gal(L' | L).



~< Chapitre 2 ~R*

THEORIE TOPOLOGIQUE DES
G-REVETEMENTS

S—

(A summary of this chapter in English may be found in Section 2.5)

Résumé du chapitre

DANS CE CHAPITRE, nous rappelons les définitions et faits principaux concer-
nant les G-revétements, qu'on aborde ici de facon purement topologique.
Nous en profitons pour lever les possibles ambiguités terminologiques : par
exemple, pour nous, un G-revétement n’est pas nécessairement connexe.

On insiste sur la description combinatoire des G-revétements et sur la pos-
sibilité de les recoller.
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Organisation du chapitre

2.1 Introduction - - - - - . . . . . . . . .. L. 46
2.2 Généralités sur les revétements topologiques - - - - - - . 47
2.3 Ramification et monodromie locale - - - - . . . . . . . 56
2.4 Description combinatoire des revétements - - - - - - . . 66
2.5 Summary of the chapter in English - - . . . . . . . . . 75

L’eau que tu bois,
A connu la mer.

— E. Guillevic,
Du domaine, 1977.

Pour tout le chapitre, on fixe un groupe fini G.

2.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre d’exposition, on présente des généralités sur les revétements topolo-
giques et les G-revétements (Section 2.2), sur les revétements ramifiés (Section 2.3), et
sur la description combinatoire des G-revétements de la droite (Section 2.4), notam-
ment sur la possibilité de recoller ces revétements (Sous-section 2.4.2). A l'attention
des lecteur-rice's ayant connaissance de la théorie des revétements, on résume brieve-
ment le chapitre en insistant sur les choix terminologiques les moins usuels :

— Nous considérons principalement des G-revétements ramifiés de la droite affine
complexe A!(C) (c’est-a-dire, topologiquement, du plan IR?) et de la droite projec-
tive complexe (la sphere de Riemann S?).

— On appelle G-revétement d'un espace topologique X, ramifié en une configura-
tion t = {t1,...,t,} (Définition 2.3.8) un revétement p de X \ t muni d’une ac-
tion du groupe G (c’est-a-dire un morphisme de G dans le groupe Aut(p) des
automorphismes du revétement) qui est libre et transitive sur chaque fibre (Défini-
tions 2.2.10 et 2.3.15).

On n’exige pas des points de t qu’ils soient effectivement ramifiés (voir la défini-
tion 2.3.27 et la proposition 2.3.26), et on ne demande pas aux G-revétements d’étre
connexes. En particulier, un G-revétement n’a pas nécessairement G pour groupe
d’automorphismes (voir la proposition 2.2.25).

Un G-revétement marqué de 'espace topologique pointé (X, ty) est de plus muni

d’un point marqué dans la fibre non-ramifiée au-dessus de t( (Définition 2.2.13).

— Etant donné un G-revétement marqué de l'espace (X, tp), ramifié en une configu-
ration t, on peut considérer son morphisme de monodromie ¢ (Définition 2.2.17), qui
est un morphisme de groupes :

¢:m(X\tty) =G
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Ce morphisme est surjectif si et seulement si le revétement est connexe. En général,
son image est un sous-groupe de G qu’on appelle groupe de monodromie du G-
revétement marqué (Définition 2.2.18). Le morphisme de monodromie caractérise
uniquement le G-revétement marqué a isomorphisme de G-revétements marqués
pres (Théoreme 2.2.26).

— Dans le cas ot X est la droite affine A!(C), le groupe fondamental 7ty (X \ £, ) est
engendré librement par des générateurs particuliers, qui forment un bougquet topo-
logique associé a la configuration ¢ (Définition 2.3.19 et Proposition 2.4.10). Un bou-
quet topologique étant fixé, les classes d’isomorphisme de G-revétements marqués
de la droite affine A'(C) ramifiés en une configuration fixée t = {t1,...,t,} sont
en bijection avec les n-uplets ¢ = (g1,...,9n) d’éléments de G (Théoreme 2.4.12).
On dit que le uplet g est la d?zscription des cycles de branchement du G-revétement
marqué (pour le bouzluet choisi), les éléments g1, ..., g sont les éléments locaux de
monodromie et les classes de conjugaison de ces éléments sont les classes de monodro-
mie (qui ne dépendent pas du choix du bouquet) (Définitions 2.3.25 et 2.3.28).

Dans le cas o1 X est la droite projective complexe IP(C), un bouquet topologique
(71,.--,7n) engendre toujours le groupe fondamental 711 (X \ £, ty), mais les géné-
rateurs satisfont la relation 1 - - - 7, = 1. Dans la description combinatoire précé-
dente, il faut alors ne considérer que les uplets ¢ = (g1,...,9n) dont le produit
g = g1---gn vaut 1. L'ensemble de ces n—uplet§ est en bijection avec 1’ensemble
des classes d’isomorphisme de G-revétements marqués de IP'(C) ramifiés en une
configuration donnée de n points de IP*(C) \ {to}-.

Pour les G-revétements non-marqués, les uplets doivent étre considérés modulo
I'action de conjugaison de G (agissant sur tous les éléments du uplet simulta-
nément). Cette action correspond a un changement de point marqué (Proposi-
tion 2.2.20, Corollaire 2.2.21, Théoréme 2.2.28, et Remarque 2.4.13).

— FEtant donnés deux G-revétements marqués de IP'(C), ramifiés en des configu-
rations t et t' disjointes (pour lesquelles on choisit des bouquets), on définit un
recollement de ces revétements (Définition 2.4.16). Cette opération de recollement
correspond, en termes de uplets d’éléments de G (c’est-a-dire de la description des
cycles de branchement) a la concaténation des uplets :

(81,1 8n)(81r -+, 8w) = (81,181, 81s -+ -1 8-

Le nombre de points de branchement du G-revétement marqué ainsi obtenu est la
somme des nombres de points de branchements des revétements originaux, et son
groupe de monodromie est le sous-groupe de G engendré par leurs groupes de
monodromie.

2.2. GENERALITES SUR LES REVETEMENTS TOPOLOGIQUES

2.2.1. Revétements topologiques
Définition:

Définition 2.2.1. Soit d > 1 un entier. Un revétement (de degré d) d’un espace topolo- Revétement topologique

gique X est une application continue p : Y — X telle que tout point x € X admette
un voisinage ouvert N au-dessus duquel il y a un homéomorphisme :

p Y(N)~Nx{1,...,d}
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dont la projection sur la premiere coordonnée coincide avec la restriction de p a
P (N).

Tout revétement est une surjection ouverte. Les revétements de degré 1 sont exac-
tement les homéomorphismes.

Définition 2.2.2. La fibre d'un revétement p : Y — X au-dessus d'un point x € X est
'ensemble p~1(x) C Y des points de Y que p envoie sur x. C’est un ensemble fini,
dont le cardinal est le degré du revétement p.

Définition 2.2.4. Sip: Y — X et p' : Y — X sont deux revétements d’'un méme
espace X, un morphisme de revétements p — p’ est une application continue f : Y — Y’
telle que p’ o f = p. Cette notion de morphisme définit une catégorie des revétements
de X, ainsi que des notions naturelles d’isomorphismes entre revétements et de groupe
des automorphismes du revétement p:

def

Aut(p) = {c € Aut(Y) |poo =p}.

Définition 2.2.5. Un revétement p : Y — X est connexe si son domaine Y est connexe.

Définition 2.2.6. Un revétement p : Y — X est galoisien si I'action de son groupe des
automorphismes Aut(p) sur la fibre p~!(x) est transitive, quel que soit x € X.

Fait 2.2.7. Soit p : Y — X un revétement connexe, avec X séparé. L'action du groupe
des automorphismes Aut(p) sur chaque fibre p~!(x) est libre.

Fait 2.2.8. Pour qu'un revétement connexe p : Y — X soit galoisien, il suffit que
l'action de Aut(p) sur une fibre donnée soit transitive.

Définition 2.2.9. Un revétement marqué de 1’espace topologique marqué (X, ty) est
un couple (p,x) ol p : ¥ — X est un revétement et x € p~'(to). Les morphismes
entre deux revétements marqués (p, x) et (p/, ¥") sont les morphismes de revétements
f:p— p' satisfaisant f(x) = «.

Définition:
Fibre d'un revétement

Figure 2.2.3.

Un revétement p de de-
gré 3, dessiné sur un voi-
sinage de t; au-dessus
duquel il est trivial. La
fibre p~l(ty) de p au-
dessus du point t; est
représentée par les trois
points verts au-dessus
de to-

Définition:
Morphisme de revétements

Définition:
Revétement connexe
Définition:
Revétement galoisien

Fait:

Le groupe des automor-
phismes d’'un revétement
agit librement sur les fibres

Définition:
Revétement marqué
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2.2.2. G-revétements

Définition 2.2.10. Un G-revétement est un revétement p : ¥ — X muni d'un mor-
phisme de groupes « : G — Aut(p) tel que I'action de G sur les fibres de p (induite
par «) soit libre et transitive.

Si (p,a) est un G-revétement, alors le morphisme « est nécessairement injectif
(puisque l'action de G est libre) et p est un revétement galoisien de degré

G| (puisque
I'action de G est transitive et se factorise par 1'action de Aut(p), qui est donc égale-
ment transitive).

Proposition 2.2.11. Si (p,«) est un G-revétement connexe, alors « est un isomorphisme
entre G et Aut(p).

Démonstration. Via le morphisme «, le groupe G s’injecte dans le groupe Aut(p). Ces
deux groupes agissent librement (voir le fait 2.2.7) et transitivement sur les fibres de p,
ils sont donc de méme ordre (le degré de p). Par conséquent, « est un isomorphisme.

O

Définition 2.2.12. Si (p,a) et (p/,a’) sont deux G-revétements, un morphisme de G-
revétements entre eux est un morphisme de revétements f : p — p’ qui commute avec
l'action de G, c’est-a-dire qu’il satisfait f o a(g) = a/(g) o f pour tout g € G.

Soit (p,a) un G-revétement, avec p : Y — X.Sig € G,y € Y, et s’il n'y a aucune
ambiguité sur le G-revétement, nous désignons par g.y 'élément a(g)(y) de Y.

Définition 2.2.13. Un G-revétement marqué de 'espace topologique pointé (X, tg) est
un triplet (p, %, &) ol p est un revétement Y — X, le point % est un point de la fibre
p~1(ty), et & est un morphisme G — Aut(p) induisant une action libre et transitive de
G sur chaque fibre. Un morphisme de G-revétements marqués entre (p,x,«) et (p/,+',a’)
est un morphisme de revétements marqués f : (p,*x) — (p/,*') qui commute avec
I'action de G.

Dans la définition 2.2.13, Aut(p) désigne bien le groupe des automorphismes du
revétement non-marqué p. Le plus souvent, on n’écrit pas explicitement le morphisme
« et on dit que (p, ) est un G-revétement marqué.

2.2.3. Morphisme de monodromie

Le but de cette sous-section est de définir le morphisme de monodromie d'un G-
revétement marqué. La proposition suivante, qui établit I’existence de relevements de
chemins par un revétement, est classique [Szaog, Lemma 2.3.2] :

Proposition 2.2.14. Soit p : Y — X un revétement. Soit vy : [0,1] — X un chemin continu.
Soit x = y(0), F = p~1(x), x' = y(1) et F' = p~1(x'). Alors :

1. Pour tout point x € F, il existe un unique chemin continu 7 : [0,1] — Y dans Y tel que
¥(0) = * et qui releve vy, c’est-a-dire que p o y = ry. On désigne par *[y] le point y(1),
qui se trouve dans la fibre F' = p~1(x").

2. L'application * + x[vy] définit une bijection F = F' qui ne dépend que de la classe
d’homotopie de «y. Par ailleurs, si vy, sont deux chemins concaténables et x € F, on a

<D [V = *[r)-

Définition:
G-revétement

Proposition:
Le groupe  d’automor-
phismes d’'un G-revétement
connexe est G

Définition:
Morphisme de G-
revétements

Définition:
G-revétement marqué

Proposition:
Relevement unique des che-
mins
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3. Pour tout automorphisme o € Aut(p) et pour tout point « € F, on a I'égalité o(x[y]) =
()]
En utilisant la proposition 2.2.14, on montre l'existence de ce qui sera le morphisme
de monodromie (Définition 2.2.17) :

Proposition 2.2.15. Soit (p,*,«) un G-revétement marqué de l'espace pointé (X, to). Il
existe un unique morphisme ¢ : m1(X,tg) — G satisfaisant, pour tout v € (X, ty),
I'égalité :
(1) = *[7]-
Pour un v € m1(X, tp) donné, 'existence et 'unicité de ¢(vy) résulte du fait que
I'action de G sur la fibre au-dessus de t( est libre et transitive :

Le fait que ¢ soit un morphisme de groupes découle de 1'unicité.

Définition 2.2.17. Le morphisme de monodromie du G-revétement marqué (p,x, a) est
le morphisme ¢ de la proposition 2.2.15.

Le morphisme de monodromie ne dépend que de la classe d’isomorphisme du
G-revétement marqué. En effet, si f est un morphisme de G-revétements marqués
(p,*) = (p',*") (on note leurs morphismes de monodromie respectifs ¢ et ¢’) et si
v € m (X, ty), alors d’une part :

et d’autre part :

7] = f ] = fxn) = fle(7)%)-
Si f est un isomorphisme, cela entraine ¢'(y) = ¢(7) puisque I'action de G sur la
fibre au-dessus de f est libre.

Définition 2.2.18. Le groupe de monodromie d'un G-revétement marqué est le
sous-groupe de G obtenu comme image du morphisme de monodromie associé
¢:m (X, ty) = G.

Proposition:
Existence du morphisme de
monodromie

Figure 2.2.16.
Une illustration de la dé-
finition de ¢(7)

Définition:
Morphisme de monodromie
d’un G-revétement marqué

Définition:
Groupe de monodromie
d’'un G-revétement marqué
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Proposition 2.2.19. Soit (p,*, &) un G-revétement marqué de (X, to), avec p : (Y, x) —
(X, tg), et soit ¢ : m1(X,tg) — G son morphisme de monodromie. Alors le groupe fonda-
mental 711(Y, ) de Y est isomorphe a ker(¢). Autrement dit, nous avons la suite exacte
suivante :

1— m(Y,*) Pi)- m (X, to) 2) G.

Démonstration. La formule 7y — p o 7y induit un morphisme de groupes :
fryem(Y,x) = m(X,to)

qui est injectif et bien défini au regard de la proposition 2.2.14.

Montrons que 'image de f est incluse dans ker(¢). Soit 7y un lacet de Y basé en .
Alors f(vy) est un lacet de X basé en t(. De plus, puisque 7y est un relevement de f(vy)
qui débute au point %, nous avons :

L’action de G sur la fibre au-dessus de f( étant libre, cela entraine ¢(f(y)) = 1. Donc

Im(f) C ker(g).
Considérons a présent un lacet ' de X basé en ¢ et tel que ¢(7') = 1. Soit v le

chemin dans Y qui releve 9/ dans Y et débute au point x, dont I'existence est assurée
par la proposition 2.2.14. Nous avons :

Ainsi, vy est un lacet basé en * et la classe d’homotopie de 7' est image par f de celle

de 7y puisque poy =7/
On a montré que 'image de f est exactement ker(¢). Ainsi, f induit par corestric-
tion I'isomorphisme souhaité 711 (Y, x) ~ ker(¢). O

Proposition 2.2.20. Soit deux G-revétements marqués (p,»1,a) et (p,*, &) d'un méme es-
pace topologique pointé (X, to), correspondant tous deux au méme G-revétement non-marqué
(p,a). Soit @1, @2 : T1(X, to) — G leurs morphismes de monodromie respectifs. Alors :

— Les morphismes @1 et ¢a sont conjugués par un élément de G.

— S'il existe un chemin reliant %1 et %o dans Y, alors les morphismes @1 et ¢ ont la méme
image H et sont conjugués par un élément de H.

Démonstration. Pour tout lacet v € (X, ty), nous avons par définition du mor-
phisme de monodromie :

P1(7)*1 = *1[7] et P2(77)*2 = *2[7]-

Par transitivité de I'action de G sur la fibre p~(t), il existe un élément ¢ € G tel que
g.*x1 = *2. On a alors pour tout lacet v € 1(X, tp) :

g-(x1[7]) = (gx1)[7] = *2[7] = @2(7)x2 = (92(7)g) *1
ainsi que :
g-(x1[7]) = g-(@1(7)-*1) = (§91(7))-*1 -

L'action de G sur la fibre étant libre, ces deux égalités entrainent 1'égalité ¢y(y)g =
g91(7y) dans G et les morphismes ¢1, ¢ sont bien conjugués par g € G.

Proposition:
Groupe fondamental d'un
G-revétement

Proposition:

Un changement de point
marqué correspond 4 la
conjugaison du morphisme
de monodromie par un élé-
ment de G
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Supposons maintenant qu’il existe un chemin 7 dans Y reliant %; et x;. Le chemin
7 reléve le chemin p o 7, débute au point 1, et aboutit au point . On a donc :

xy = *1[poy] = @1(poy). *1.

Cela montre que, dans la preuve du premier point, I'élément g = ¢1(p o ) se trouve
dans Im(¢1 ). Puisque ¢; est conjugué au morphisme ¢; par un élément de son image,
les deux morphismes ont la méme image. O

Corollaire 2.2.21. Si (p, ) est un G-revétement non-marqué de (X, ty), on peut lui asso-
cier un morphisme de monodromie qui est bien défini a conjugaison par un élément de G
pres. Autrement dit, les G-revétements non-marqués donnent lieu a des éléments du quotient
Hom(m; (X, ty), G)/Inn(G).

2.2.4. G-revétements non-connexes

Dans cette sous-section, on décrit certaines particularités des G-revétements liées a
la prise en compte des revétements non connexes. Dans la proposition 2.2.23 et la
remarque 2.2.24, on montre qu'un G-revétement marqué non connexe de groupe de
monodromie H est formé de |G|/ |[H| composantes connexes toutes isomorphes, et
que la composante connexe du point marqué est un H-revétement connexe. Finale-
ment, la proposition 2.2.25 décrit le groupe d’automorphismes d'un G-revétement
marqué non-connexe.

Fait 2.2.22. Soit p : Y — X un revétement galoisien, avec X connexe. Soit Y une
quelconque des composantes connexes de Y et p : ¥ — X la restriction de p a Y.
Alors p est un revétement galoisien connexe, et la restriction de p a une quelconque
des composantes connexes de Y est isomorphe a p.

Dorénavant, on suppose X localement connexe par arcs, de sorte que les compo-
santes connexes soient connexes par arcs.

Proposition 2.2.23. Soit (p,*, ) un G-revétement marqué de (X, ty) et H son groupe de
monodromie. Soit (p,*) le revétement connexe marqué obtenu en restreignant p a la compo-
sante connexe C du point marqué x. Alors p est un H-revétement connexe et H ~ Aut(p).

Démonstration. Soit x un point de X et F = p~!(x) la fibre de p au-dessus du point x.
Alors, la fibre F du revétement connexe j au-dessus de x est donnée par FNC =
7~ 1(x). Le groupe G agit librement sur F. Si y € F, on demande quels sont les
éléments g € G tels que g.y € F:

— Si gy est dans F, il existe un chemin ¥ dans Y reliant y a g.y. Ce chemin est un
relevement du lacet y = po 7. Alors :

sy =ylvl=o(r)y

ce qui entraine § = ¢(7) puisque l'action de G est libre. En particulier, ¢ se trouve
dans le sous-groupe H = Im(¢).

— Si, réciproquement, ¢ est un élément du sous-groupe H = Im(¢), alors on écrit
¢ = ¢(7y) pour un lacet v dans X. Soit alors 7 le relevement de 7 débutant au
pointy. On a:

gy =y =yl =71).
Les points y et g.y étant reliés par le chemin 7%, ils se trouvent dans la méme
composante connexe et donc g.y € F.

Corollaire:

« Morphisme » de mono-
dromie d'un G-revétement
non-marqué  (défini  a
conjugaison pres)

Fait:
Décomposition  des  re-
vétements gualoisiens

non-connexes

Proposition:
Composantes connexes
des G-revétements non-
connexes
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Ainsi, g.y se trouve dans F si et seulement si ¢ € H. On en déduit que l'action
de G sur F se restreint en une action, libre et transitive, de H sur F. Ainsi, p est un
H-revétement connexe. L'isomorphisme H ~ Aut(p) découle de la proposition 2.2.11.

O

Remarque 2.2.24. On suppose X connexe. Soit (p, x) : (Y, *) — (X, tp) un G-revétement
marqué de groupe de monodromie H. La proposition 2.2.23 montre que (7, ) est un
H-revétement connexe marqué, et le fait 2.2.22 montre que Y est homéomorphe a
I'union disjointe de m copies de C, oli m est le nombre de composantes connexes de
Y et C est la composante connexe du point marqué *. Si d est le degré de p, alors le
degré de p est md. Ainsi :

|G| =m|H]|.

En particulier, p est connexe si et seulement si m = 1, si et seulement si son groupe
de monodromie est égal a G, si et seulement si le morphisme de monodromie de p
est surjectif.

Proposition 2.2.25. Soit (p;*) : (Y,*) — (X, tg) un G-revétement marqué de groupe de
monodromie H. On désigne par m 'indice du sous-groupe H dans G. Notons C la composante
connexe du point marqué x, et p : C — X le H-revétement connexe marqué correspondant.
Alors, le groupe des automorphismes Aut(p) (du revétement non-marqué) est isomorphe au
produit semi-direct H™ % &y, ot &y, agit sur H™ par permutation des coordonnées. Il s’agit
également du produit en couronne H Gy,

Démonstration. Notons Cy,...,Cy, les composantes connexes de Y, avec C; = C, et
fixons des homéomorphismes ®; : C; — C.

Soit o € Aut(p) un automorphisme de p. L'automorphisme o permute les compo-
santes connexes de Y: désignons par ¢ € &, la permutation telle que o'(C;) = Cy;).
On définit alors :

;= q)l/)(i) orco q)i_l

qui est 'automorphisme de C obtenu en regardant 1’action de ¢ sur la composante C;
de maniére « interne ». D’apres la proposition 2.2.11, les automorphismes 0; € Aut(p)
correspondent a des éléments /; du groupe de monodromie H. Cette correspondance
donne lieu a une application :

fIU'—) (hl,...,hm,lp)

de Aut(p) dans 'ensemble H" x &,,. L'automorphisme ¢ peut étre reconstruit a par-
tir du uplet (hy, ..., hy, ) correspondant puisqu’on a, pour x € C; :

o(x) = @y (alh) (@4(x)))

Cela montre que f est une bijection. Soit alors deux automorphismes 01,07 € Aut(p)
et (M1, him 1), (ha, ..., hom, 2) leurs images par f dans H" x &,,. Décrivons
I'action de o707 sur les composantes connexes de Y :

(0102)(Ci) = 01(02(Ci)) = 01(Cyy i) = Cpyopn) (i)-
A présent, pour un élément x € C;, on a:

0a(x) = @ (alhag) (B5(x))) € Cpy(iys

Remarque:

Egalité entre lindice du
groupe de  monodromie
d’'un G-revétement et son
nombre de composantes
connexes

Proposition:
Groupe  des  automor-
phismes d’un G-revétement
non-connexe
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puis :

71(02(2)) = @) oy i) (2 140) (i) (@) (@) (@4(x))))) )
=@ ou(i) (“(h1,¢2(i>) (a(ha,i) (q>i(x))))
- (D(ll}lowz)(i) (‘X(hl,tpg(i)hz,i) (CIDZ-(x))> € Clyiopy) (i)-

I1 découle de ce calcul que la composition des automorphismes de p correspondant
aux uplets :

(M1, him 1) et (o1, hom, )

est 'automorphisme correspondant au uplet suivant :

(M1,gy(1)h2,07 - gy () P2 Y10 $2)

qui est le produit des uplets (hy1,...,h1m,y1) et (haq,..., hom, P2) dans le produit
semi-direct H" x &,,. Cela conclut la preuve. O

Considérons brievement la question des automorphismes d'un G-revétement
connexe marqué (p, *), en tant que G-revétement marqué. Soit un tel automorphisme
f. Pour tout point de la fibre au-dessus de ty, qu’'on peut écrire h.x pour un certain
h € G par transitivité, on a f(hx) = h.f(x) = h.*. Ainsi f agit trivialement sur
la fibre au-dessus de tj, et donc sur toutes les fibres par connexité de f. Ainsi,
un G-revétement connexe marqué n’a aucun automorphisme non-trivial. Plus
généralement, deux G-revétements connexes marqués correspondant a un méme
revétement non-marqué sont isomorphes si et seulement si leurs points marqués x,
*' sont envoyés 'un vers l'autre par un élément central § € Z(G), auquel cas cet
isomorphisme est unique. L'absence d’automorphismes non triviaux des revétements
marqués est un atout puisque cela permet de construire des espaces de modules fins.

2.2.5. Les G-revétements vus comme morphismes

On suppose a présent que (X, tg) est un espace topologique pointé connexe et sa-
tisfaisant les trois propriétés suivantes, toujours satisfaites lorsque X est une variété
topologique, et qui garantissent 1’existence du revétement universel (voir la proposi-
tion 2.2.27) :

— X est séparé ;

— X est localement connexe par arcs : tout point x € X admet un voisinage connexe
par arcs. Ainsi, les composantes connexes de X coincident avec les composantes
connexes par arcs ;

— X est semi-localement simplement connexe : tout point x € X admet un voisinage N
dont le groupe fondamental 771 (N, x) a une image triviale dans 711 (X, x) sous le
morphisme induit par l'inclusion N C X. Autrement dit, un lacet « suffisamment
proche » de x doit étre homotopiquement trivial, quitte a utiliser des points « loin
de x » pour construire les homotopies.

Le théoréme suivant établit une bijection entre les G-revétements marqués de
(X, to) et les morphismes de groupes entre le groupe fondamental de (X, ty) et G.
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Théoreéme 2.2.26. Pour tout morphisme de groupes ¢ : 11(X,tg) — G, il existe un G-
revétement marqué de (X, to), unique a isomorphisme pres, dont ¢ est le morphisme de mo-
nodromie.

Sans démontrer ce théoreme (voir [Szaog, Theorem 2.3.4]), donnons les étapes
d’une démonstration possible :

1. D’abord, on construit le revétement universel de X, qui correspond au morphisme
identité 7T1(X, fo) — M (X, to) :

Proposition 2.2.27. Il existe un 711(X, to)-revétement® connexe marqué (7t,e, &)
(X,e) = (X, ty), avec 1 : X — X, tel que pour tout revétement galoisien connexe
marqué (p,*)
(g,e) = (X,e) — (Y,x) satisfaisant I'égalité p o q = 1. De plus, parmi les revétements
satisfaisant les propriétés ci-dessus, le triplet (7t,e,&) est unique a isomorphisme de
11 (X, to)-revétements marqués pres.

(Y,x) — (X, tp), il existe un unique revétement connexe marqué

La preuve de cette proposition est classique : on construit un espace des chemins
de X qu’on munit de la topologie compact-ouverte, et on montre qu’il satisfait les
propriétés annoncées.

2. On démontre le théoréme 2.2.26 dans le cas ot le morphisme ¢ est surjectif. Pour
construire le G-revétement marqué souhaité, on quotiente le revétement universel
par le noyau de ¢ (qui, vu comme sous-groupe de Aut(X), a une action naturelle
sur le revétement universel). L'unicité se montre en utilisant la propriété universelle

du revétement universel.

3. Pour le cas général, on applique le cas précédent a ¢ vu comme morphisme sur-
jectif dans son image H. On obtient ainsi un H-revétement connexe marqué. On

5%

considere 1'union d’autant de copies de ce H-revétement qu’il y a de classes

5%

gauche de H dans G, et on définit une action de G sur le revétement obtenu
partir de 'action de G sur les classes a gauche.

On dispose également d’une version du théoreme 2.2.26 pour les G-revétements
non-marqués :

Théoreme 2.2.28. Soit [¢] une orbite de morphismes de groupes 11(X, tg) — G pour l'ac-
tion de conjugaison de Inn(G). Il existe un G-revétement non-marqué (p, ) de X, unique a
isomorphisme pres, dont [¢] est le « morphisme » de monodromie au sens du corollaire 2.2.21.

En vertu des théorémes 2.2.26 et 2.2.28, nous confondons a partir de ce point les
G-revétements avec les morphismes d’un groupe fondamental dans G (a conjugaison
preés dans le cas non-marqué). En particulier, les G-revétements sont considérés a
isomorphisme pres, le plus souvent de fagon implicite. Ce changement de paradigme
est essentiel, puisqu’il rend aisées des constructions qu’il est malcommode de définir
en termes topologiques. Cela vaut notamment pour 1'opération de recollement que
nous définissons dans la sous-section 2.4.2.

Remarque 2.2.29. Le théoréme 2.2.26 peut étre vu comme une propriété universelle
du groupe fondamental de X basé en ty : c’est un « représentant » du foncteur qui
a un groupe fini G associe 'ensemble des classes d’isomorphismes de G-revétements
de X avec un point marqué au-dessus de ty. Bien stir, le groupe fondamental n’étant

Théoreme:

Equivalence  entre G-
revétements marqués de
(X,tp) et morphismes
7T1(X, to) -G

Proposition:
Existence et unicité du re-

vétement universel

*Le groupe fondamental
n’étant pas nécessairement
fini, on n’est pas dans le
cadre des définitions 2.2.1
et 2.2.10, mais les notions
s’adaptent naturellement au
cas infini.

Théoreme:

Equivalence  entre G-
revétements non-marqués
de X et morphismes
m (X, tg) — G considérés
a conjugaison pres
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généralement pas fini, il ne s’agit pas d’un vrai représentant du foncteur ; en revanche,
le complété profini de 711 (X, ty) est un pro-représentant de ce foncteur.

On peut ainsi définir le groupe fondamental, ou au moins son complété profini?, a
partir de cette propriété universelle plutdt qu’a partir de lacets. Cette définition a pour
intérét de ne pas faire référence a l'intervalle [0, 1] ou au cercle unité, objets qui n’ont
pas d’équivalents dans des contextes algébriques ou arithmétiques : en remplacant
les revétements par des revétements étales, ce point de vue conduit a la définition du
groupe fondamental étale (voir [Szaog, Definition 4.6.3 & Theorem 4.6.4]).

2.3. RAMIFICATION ET MONODROMIE LOCALE

Dans cette section, (X, ty) est une surface pointée3. Notamment, tout point de X ad-
met un voisinage homéomorphe a IR?. En pratique, les cas qui nous intéressent sont
le plan RR?, c’est-a-dire la droite affine complexe A!(C), et la sphere de Riemann,
c’est-a-dire la droite projective complexe P!(C).

Notre objectif est d’étudier les revétements ramifiés, que nous introduisons de fa-
¢on informelle dans la sous-section 2.3.1. Dans les sous-sections suivantes, nous dé-
finissons les configurations de points de X et les G-revétements ramifiés de X, puis
nous étudions certaines propriétés fondamentales des G-revétements ramifiés.

2.3.1. Motivations pour I’étude de la ramification

Au lieu de considérer les G-revétements de la seule surface X, nous considérons les
G-revétements de versions « trouées » de X. Spécifiquement, les G-revétements de
X'\ t, ot t est un sous-ensemble fini4 de X dont les points seront les points de branche-
ment de nos revétements. Ces revétements seront nommés G-revétements ramifiés de la
surface X. Le fait de considérer les revétements ramifiés a un intérét double :

— D’abord, dans le cas ot X est simplement connexe comme A!(C) ou P!(C),
la théorie des G-revétements de X est pauvre : puisque le groupe fondamental
m1(X, tg) est trivial, il n'y a qu'un seul morphisme 711 (X, ty) — G, et par suite tous
les G-revétements de X sont triviaux, et isomorphes les uns aux autres. En enle-
vant des points a X, on fait grossir> progressivement son groupe fondamental par
I'adjonction de générateurs. La théorie des G-revétements ramifiés de X est alors
d’autant plus riche que le nombre de points de branchement croit.

— Ensuite et surtout, I’étude des revétements ramifiés permet d’observer des phéno-
meénes intéressants lorsque les points de branchement se déplacent sur la surface X.
Typiquement, on peut déformer un G-revétement continiiment. Cette idée centrale
mene a la définition des espaces de Hurwitz et de leurs composantes.

Géométriquement, on voit les points de branchement comme des points de X en
lesquels on autorise les feuillets du G-revétement a s’intersecter. Ainsi, au-dessus d’un
point t; € t, il peut y avoir moins de |G| points distincts dans la fibre, puisque certains
d’entre eux appartiennent a plusieurs des |G| feuillets qui existent localement autour
de t;. On en donne une illustration schématique :

2Si on s’autorise a regarder
les G-revétements lorsque
G n’est pas fini, on peut
caractériser le groupe fon-
damental ordinaire. Cepen-
dant, cela rompt l'analogie
avec le groupe fondamental
étale.

3 Par surface, on entend « va-
riété topologique connexe
de dimension 2 ». Dans
le chapitre 7, il est prin-
cipalement question de re-
vétements de courbes algé-
briques ; il faut avoir en
téte que la situation « fon-
damentale » est celle des
courbes complexes, qui sont
de dimension réelle 2.

4Plus  précisément, une
configuration  telle  que
définie dans les Défini-
tions 2.3.4 et 2.3.8

50n voit l'intérét de sup-
poser que X est une sur-
face : en dimension 1, la
suppression d’'un nombre
fini de points ne préserve
méme pas nécessairement
la connexité ; en dimension
3 et plus, elle n’affecte pas le
groupe fondamental.
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Une autre fagon de considérer un revétement de degré d est de le voir comme une
fonction multivaluée : les d points de la fibre au-dessus d’un point x non-ramifié sont
les d « images » de x, et on demande a ce que sur un voisinage assez petit de x cette
fonction multivaluée soit donnée par d fonctions continues. Un point de branchement
est alors un point au-dessus duquel les graphes des d fonctions continues ne sont pas
disjoints : le point en question a strictement moins de d images.

Exemple 2.3.2. L'exemple typique d'un revétement ramifié est donné par 1’application

fn:{c - C

suivante :

z =z

Dans la fibre au-dessus de chaque nombre complexe non nul, il y a n points, qui
sont ses racines n-iemes, et au-dessus de chaque ouvert simplement connexe U de
C\ {0}, on construit un homéomorphisme f, }(U) ~ U x {1,...,n} a l'aide d'une
détermination de la racine n-iéme complexe. Cependant, les n feuillets s’intersectent
au point de branchement 0.

Décrivons le morphisme de monodromie dans cette situation. Le groupe fonda-
mental 771 (C \ {0},1) est engendré par la classe d’homotopie du lacet unité « : t €
[0,1] — exp(2irt), et le relevement de ce lacet en un chemin débutant en exp (21' n%)
est le chemin :

t€0,1] — exp <2i7tk: t)

k+1
n
revétement connexe, dont le morphisme de monodromie est :

dont le point d’arrivée est exp (21'7'[ ) Cela montre que fn\c\ {0} est un Z/nZ-

[m(C\{0},1) — Z/nZ
" 0% — 1.

En termes de fonctions multivaluées, le revétement f,; correspond a la fonction
multivaluée qui a un nombre complexe associe ses 7 racines n-iémes — effective-
ment distinctes en général. Cependant, cette fonction est univaluée en 0 puisque O n’a
qu’une seule racine n-iéme.

Figure 2.3.1.

Mlustration d'un revéte-
ment de degré 4, ramifié
en deux points t; et ¢;.
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N

Exemple 2.3.3. On consideére un polyndme P(x,t) en deux variables a coefficients
complexes, de degré d en t. Cette situation généralise 1’exemple 2.3.2 qui correspond
au polynome # — x.

Soit V le lieu d’annulation de P dans C?, p : V — C l'application de projection sur
la premiére coordonnée. En un point x* € A!(C) suffisamment général, la spéciali-
sation P(x*,t) est un polyndme de degré d dont les d racines sont distinctes, et alors
p~1(x*) est fini de cardinal d. Il est donc tentant de définir un revétement de degré
d de A'(C) a partir de p. Cependant, il y a deux types de situations dans lesquelles
P(x*,t) aura moins de d racines distinctes :

— Le polynéme P(x*,t) est de degré < d :

Soit Py(x) le « coefficient de téte » de P(x,t) devant #4, qui est un polynéme non
nul. Son lieu d’annulation, qui est un ensemble fini de points de C, correspond
aux points x* € C en lesquels la spécialisation P(x*,t) est de degré strictement
inférieur a d.

— Le polyndme P(x*,t) est de degré d mais a des racines doubles :

Soit x* un nombre complexe n’annulant pas P;. Alors la spécialisation P(x*, ) est
un polynéme en t de degré d, dont le discriminant est un nombre complexe qui
dépend polynomialement de x*. On note Disc;(P) le polyndme en x correspondant.
Son lieu d’annulation, qui est un ensemble fini de points de A'(C), correspond aux
points x* en lesquels P(x*, ) a des racines multiples.

En dehors de I'ensemble fini ¢ de ces points problématiques, 'application p définit
effectivement un revétement de degré d. Autrement dit, p définit un revétement de
A(C) ramifié en t.

Cet exemple est généralisé par les C-G-revétements algébriques que nous défini-
rons dans la section 7.1. Le théoréme d’existence de Riemann, dont nous parlons dans
la sous-section 7.1.4, a alors un sens trés concret : tout revétement ramifié de P'(C)
(de degré fini) est algébrique, c’est-a-dire isomorphe a un revétement défini par des
polyndmes a coefficients complexes. La question de savoir si un revétement ramifié de
P'(C) est défini sur un corps K C C, que nous définissons plus soigneusement dans
la sous-section 7.1.5, correspond a la question naturelle suivante : peut-on choisir ces
polynomes a coefficients dans le corps K ?

2.3.2. Configurations et groupe des tresses

Dans cette sous-section, on définit les espaces de configurations de n points de X \
{to} et les groupes de tresses B, x, qui sont leurs groupes fondamentaux.

Définition 2.3.4. Une configuration ordonnée de n points est un n-uplet de points dis-
tincts de X'\ {to}. L'espace des configurations ordonnées de n points PConf,, x est ’espace
topologique dont les points sont les configurations ordonnées de n points, muni de
la topologie de sous-espace héritée de celle de X".

Une premiere propriété importante de 1’espace PConf,, x est la suivante :

Exemple:
Construction de re-

vétements a partir de
polynomes

Définition:

Configuration — ordonnée,
I'espace PConf, x des
configurations  ordonnées
de n points de X \ {to}
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Proposition 2.3.5. L'espace PConf, x est connexe.

Démonstration. Considérons deux configurations ordonnées t = (to, ..., tn) et t =
(ty, - ).

Si on a une égalité du type t; = t;, on choisit un voisinage connexe N de ¢; tel que
NNO{to, ..., tn ty, ..., ty} = {t;}. On prend un point quelconque {; € N\ {#/}, puis un
chemin dans N reliant tj et E On peut utiliser ce chemin pour relier t = (fo, ..., )
et (tp,. ..,t]',l,?j, tiv1, - .., tn). En répétant cette opération pour chaque égalité de la
forme t]; = tj, on se ramene a la situation ou t; # t;. pour tous i et j. On se place
désormais dans cette situation.

L'espace X \ {t1,..

topologique connexe de dimension 2. On peut donc trouver des chemins v; reliant

o ta, t’l, e, t;} est connexe par arcs puisque X est une variété

t; et t; et évitant tous les points t; et t;- pour j # i. En concaténant les chemins obte-
nus en appliquant le chemin «; a la i-ieme coordonnée de t sans toucher aux autres
coordonnées, on obtient un chemin dans PConf, x qui relie t et t'. O

Remarque 2.3.6. Tout point t € PConf, x admet un voisinage ouvert homéomorphe
a R?", obtenu comme produit cartésien de voisinages ouverts disjoints, chacun ho-
méomorphe a R?, des points t;. En particulier, PConf, x est une variété topologique
de dimension 2.

Définition 2.3.7. Si t = (t1,...,t,) € PConf, x est une configuration ordonnée de
points de X, et si ¢ € &, est une permutation, on note :

def

Pt = (ttp(l)' tw(z), e, tt/z(n)) S PCOnfnrx.

Cette formule définit une action libre et continue du groupe symétrique &, sur l'es-
pace topologique PConf,, x. L'orbite d'une configuration ordonnée ¢ sous cette action
est notée [t].

Définition 2.3.8. Une configuration de n points est 'orbite sous l’action du groupe
symétrique &, d'une configuration ordonnée de n points. L'espace des configurations
de n points Conf, x est 'espace topologique quotient :

Conf, x %' PConf, x/&,.

Une configuration est implicitement non-ordonnée. Comme quotient d'une variété
topologique connexe de dimension 2n par l’action libre et continue d’un groupe fini,
I'espace Conf, x est une variété topologique connexe de dimension 2.

Fait 2.3.9. L’application 7 : PConf, x — Conf, x qui a une configuration ordonnée
associe sa G,-orbite [t] définit un &,-revétement connexe de Conf,, x.

A présent, on fixe une configuration ordonnée t € PConf, x, dont on se sert
comme d’'un point base dans l'espace des configurations ordonnées. Souvent, cette
« configuration-base » est implicite.

Définition 2.3.10. Le n-ieme groupe des tresses pures de X (basé en t) est le groupe
fondamental :
PBn,X d:ef sl (PConfn,X, t)

Proposition:
Connexité de PConf,, x

Définition:

Action du groupe symé-
trique sur les configura-
tions ordonnées

Définition:
Configuration (non-
ordonnée), I'espace
Conf, x des configura-
tions de n

Fait:

PConf, x est un &y-

revétement de Conf, x

Définition:
Groupe des tresses (pures)
de X
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et le n-ieme groupe des tresses (basé en |[t]) est :
def
Bn,X = 7T (Confn,X, [ﬂ)

On nomme tresse (resp. tresse pure) les éléments de B, x (resp. PB,, x).

Une tresse o € B, x est la classe d’homotopie associée a une collection de n chemins
paramétrés, qui a chaque instant prennent des valeurs distinctes (il n'y a pas de
collision), et qui retrouvent finalement les positions de départ en ayant possiblement

échangé leurs places.

Remarque 2.3.11. Les groupes des tresses (pures) (P)B, x de la définition 2.3.10 ne
sont pas les groupes des tresses (pures) a n brins dans X, mais ce sont les groupes
des tresses (pures) a n brins dans X \ {tp}. Plutdt que de faire ce choix, on aurait
aussi pu permettre au point base de se déplacer, en en faisant un point particulier des
configurations. On retrouverait alors le groupe des tresses pures de X au sens usuel.
Cependant, dans ce modele, les espaces de configuration non-ordonnés sont de la
forme (X"*1\ A)/&, ol &, agit par permutation sur les coordonnées 2, ...,7n + 1 :
le groupe fondamental correspondant est le groupe des tresses a n + 1 brins fixant un
des points, qui est isomorphe au groupe B, x défini plus haut

Fait 2.3.12. Le &,-revétement connexe 7r : PConf, x — Conf, x du fait 2.3.9, qu'on
marque en la configuration ordonnée ¢, possede un morphisme de monodromie sur-
jectif 1% : B, x — &,. Ce morphisme décrit la fagon dont un lacet basé en [t] dans
I'espace des configurations non-ordonnées change 1'ordre des points de ¢t quand on
le releve dans PConf,. Son noyau correspond aux lacets dans Conf,, x qui, une fois
relevés, ramenent la configuration ¢ a elle-méme sans changer 1’ordre de ses points,
c’est-a-dire les lacets de PConf,, x basés en t. Cela montre que ker(7t*) ~ PB,, x. Nous
avons donc la suite exacte suivante :

1—-+PB,x —+B,x =6, =1

Il s’agit d"un cas particulier de la proposition 2.2.19.

2.3.3. Revétements ramifiés

Commengons par une définition générale des revétements ramifiés, qu’on peut décli-
ner pour divers types de revétements :

Définition 2.3.13. Soit t € Conf, x une configuration. Un revétement ramifié en t est
un revétement de X \ £. On appelle alors les points de t les points de branchement du
revétement.

Cette définition s’applique a tous types de revétements : revétements marqués, G-
revétements, etc., mais on n’écrit pas la définition dans chacun des cas. On donne
cependant des définitions précises dans deux situations importantes :

Définition 2.3.14. Un G-revétement marqué de (X, ty) avec des points de branchement or-
donnés est un couple (t, ¢) ot t € PConf, x est une configuration ordonnée et ¢ est
un morphisme de groupes 71 (X \ £, t9) — G.

Fait:
Suite exacte reliant B, x et
PB, x

Définition:
Revétements ramifiés

Définition:
G-revétement marqué de
(X, ty), ramifié en une
configuration ordonnée
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Définition 2.3.15. Un G-revétement ramifié marqué de (X, tp) est un couple (¢, ¢) ou
t € Conf, x est une configuration (non-ordonnée), et ¢ est un morphisme de groupes
m (X \tty) — G.

On ne donne pas toutes les variantes possibles de ces définitions. Par exemple,

pour les G-revétements ramifiés non-marqués, on considere le morphisme ¢ : 771 (X \
t,tg) — G a conjugaison par un élément de G pres.
Remarque 2.3.16. Les G-revétements ramifiés en une configuration ¢, tels qu’on les a
définis dans les définitions 2.3.13,2.3.14 et 2.3.15, sont plus précisément des revétements
ramifiés, non-ramifiés hors de la configuration t. En effet, on n'impose pas aux revétements
de ne pas s’étendre en des revétements avec moins de points de branchement : il
n'y a pas forcément de « vraie » ramification. Avec notre définition, il est tout a fait
possible qu’au-dessus d’'un point « de branchement » ¢; de ¢, le nombre de points de la
fibre soit égal au degré du revétement. On fait ce choix afin d’obtenir des définitions
parcimonieuses® et une structure algébrique plus simple dans la sous-section 3.4.1.
La proposition 2.3.26 donne une condition nécessaire et suffisante pour déterminer si
un G-revétement est effectivement ramifié en un point de la configuration ¢ ou si, au
contraire, il s’agit d'un point de branchement factice au sens de la définition 2.3.27.

2.3.4. Bouquets topologiques

Dans cette sous-section, on définit les bouguets topologiques (Définition 2.3.19). Pour
une référence, on peut consulter [DEo6, Paragraph 1.1]. On suppose la surface X

orientée, et on considére une configuration ordonnée t = (#,...,t,) € PConf, x. On

note D le disque unité ouvert de R? et D le disque unité fermé.
On décrit une construction qu’on utilise pour énoncer la définition 2.3.19. Soit
(Vi, @i)i=o,. n une famille telle que :

— les ensembles V; sont des fermés disjoints de X contenant ¢; ;

— l'application ®; est un homéomorphisme positivement orienté entre V; et le disque
fermé D, tel que I'image de 'intérieur de V; par ®; soit le disque ouvert D et tel
que ®;(t;) = (0,0).

On définit alors les points et chemins suivants, pour i € {1,...,n} :

— S; € X est le point suivant de 0V} :

2711 2711
S, = CIDJ1 (cos (m) ,sin (m)) ;
n n

— 0; est le chemin suivant dans V), qui va de fp a S; en « ligne droite » :

27 2711
o;:t€[0,1] — &1 ( tcos s ,tsin dds ;
0 n n

— T; est le point suivant de 9V;:
T, =&, 1(1,0);
— 1; est le lacet suivant dans V}, basé en T;, et qui fait le tour du point ¢; une unique
fois dans le sens inverse des aiguilles d"une montre :

Tt €[0,1] = @; ! (cos(t),sin(t)).

Définition:
G-revétement ramifié mar-
qué de (X, tg)

®En termes de morphismes
de monodromie, 1'hypo-
these de non-extension des
G-revétements s’écrit ainsi :
si t € Conf,(X), il faut se
restreindre aux morphismes
¢ : m(X\tt) — G qui
ne se factorisent par au-
cun m (X \ t,t) pour
t' € Confy, (X) avec m < n.

En termes de la des-
cription combinatoire des
G-revétements qu’on verra
dans la sous-section 2.3.6,
il faut remplacer les n-
uplets d’éléments de G par
des n-uplets d’éléments de
G\ {1} (voir la proposi-
tion 2.3.26).
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On résume ces définitions par un dessin :

Figure 2.3.17.
Une illustration de la
construction quand n =

4.(1/2)

On considere a présent des chemins py, ..., p, tels que :
— le chemin p; part de S; et arrive a T; ;

— excepté en son point final T; qui se trouve sur le bord de V;, la trajectoire du chemin
p; est entierement contenue dans X \ (Vi UV, U...UV,);

— les trajectoires des chemins py, ..., p, n'ont pas d’auto-intersections (la fonction p;
est injective), et ne se croisent pas deux-a-deux (les images de p; et p; sont disjointes

pour i # j).
On complete le dessin avec ces chemins :

Figure 2.3.18.
Une illustration de la
construction quand n =

4. (2/2)

On définit alors, pour touti =1,2,...,n, le lacet basé en ty suivant :

R cwox p L -1
Vi = Ok pi kT kP, kO .
Définition:

Définition 2.3.19. Un bouquet topologique associé a la configuration ordonnée t € Bouguet topologique

PConf, x est une liste ordonnée ([1], [2], ..., [Yn]) de n éléments de 711 (X \ £, tp) telle
que, pour un certain choix de fermés (V;);c(o,..n}, d’homéomorphismes (®;);co,....n}
et de chemins (p;)ic(y,.. ) comme ci-dessus, les éléments [y;] sont les classes d’ho-
motopie des lacets 71, ...,y obtenus par la construction précédente.
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Définition 2.3.20. Si t € Conf, est une configuration (non-ordonnée), un bouquet
topologique associé a t est une liste non-ordonnée  d’éléments de (X \ £, tg) telle
qu'il existe une configuration ordonnée f € PConf, x dont t soit la &,-orbite, et un
bouquet topologique 7 associé a f dont 1 soit la &,-orbite.

Les deux points a retenir de la définition sont les suivants :

— le lacet ; fait exactement une fois le tour du point ¢;, dans le sens inverse des
aiguilles d’une montre, et il ne tourne pas autour des autres points” ;

— autour du point base ¢y, les lacets ; apparaissent « dans 1’ordre ». Autrement dit,
si on fait le tour du point fy dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, on
croise d’abord le lacet 1, puis 7y, puis 73, etc. (2 une permutation circulaire pres)

Proposition 2.3.22. Pour toute configuration ordonnée t € PConf, x, il existe un bouquet
associé a t.

Démonstration. On choisit (V;, ®;) comme ci-dessus arbitrairement. On reprend les
notations de la construction qui précede la définition 2.3.20. Montrons qu'il existe
des chemins py,...,p, de S; a T;, injectifs, de trajectoires disjointes, et qui évitent les
fermés V;. On peut construire un tel chemin p; car X \ || V; est connexe par arcs,
puis on peut construire p, car X \ (LJIm(p1) UV;) est homotopiquement équivalent
a X privé de n points et donc connexe par arcs, puis on peut construire p3 car X \
(Im(p1) UIm(p2) U V;) est homotopiquement équivalent & X privé de n — 1 points
qui est connexe par arcs, et ainsi de suite. O

Proposition 2.3.23. Si (1) et (7vi2) sont deux bouquets associés a la configuration ordon-
née t, alors il existe des éléments g; € m1(X \ t,to) tels que vi1 = i Vi gl._l.

Démonstration. Soit deux bouquets (7;1) et (7i2), et soiti € {1,...,n}. Par définition,
il existe des voisinages fermés V; 1, V;, de t; homéomorphes au disque fermé D, des
points Tj1 € Vi1 et Tip € V;o, des lacets 7,1, Tj» dans V;1 \ {t;} (resp. V2 \ {t;}) basés
en T;; (resp. T;) et qui font le tour de ¢; une fois dans le sens direct, et des chemins
qi1 (resp. g; o) reliant g a T; 1 (resp. T;,) obtenus en concaténant o; et p;, satisfaisant :

Yi1 = {%1 *Tjq % (‘7:’,1)71} et Yo = {%,2 * Tjp % (%‘,2)71] .

Définition:
Bouquet topologique asso-

cié a une configuration
non-ordonnée

Figure 2.3.21.

Un exemple de bouquet
dans le cas n = 5, ou
on a déformé les lacets +;
de sorte qu’ils ne s’auto-
intersectent pas.

7Cela a un sens précis :
le lacet devient homoto-
piquement trivial quand
on le regarde dans X \
{tl, oo bion, ti+1/ sy tn}'

Proposition:
Toute configuration admet
un bouquet

Proposition:
Tous les bouquets sont
conjugués (lacet par lacet)
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Soit V;3 un voisinage fermé de #; homéomorphe a D via un homéomorphisme
positivement orienté, et inclus dans l'intersection V; 1 N V; . Soit T; 3 un point de dV; 3,
et un lacet 7;3 basé en T;3 qui tourne une fois autour de t; dans le sens antihoraire
(voir la construction de la définition 2.3.19).

Soit deux chemins w; et w, dans V;1 (resp. V;,), reliant le point T;; (resp. T;») au
point T; 3, et qui évitent ¢;. Le lacet wq * T;3 * w; 1 est un lacet de Vi1 basé en T;, qui
tourne une fois dans le sens antihoraire autour de t;. Puisque V;; \ {t;} est homoto-
piquement équivalent au cercle de groupe fondamental Z, son groupe fondamental
n’a qu'un seul générateur positivement orienté. On a donc les homotopies suivantes :

Wy * Tj3 * wl’l ~ T, etdeméme:  wp* T3 * wz’l ~ To.

Finalement :

Vil = |qin * Tin * (%’,1)71}

-1 -1
= |4i1 * W * T3 kW " * (qi,l) }

-1 -1 -1
= |qi1 ¥ W1 * Wy * Tip ¥ Wo * Wy~ * (gi1) }

= [%,1 * Wy KW, |k (‘11',2)_1} Yip2 [%’,z * Wy * wfl * (%’,1)_1}

- —1
= |gi1* w1 * w;l * (%’,2)71} Yi2 [‘71',1 * W * wgl * (%,2)71} . O

€m (X\Lto)
La proposition 2.3.23 a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.24. Soit un G-revétement marqué de (X, ty) ramifié en t € PConf, x. Soit
¢ : m(X\tty) — G son morphisme de monodromie et H = Im(¢) son groupe de
monodromie. Alors la classe de conjugaison dans H de I'élément ¢(vy;) est indépendante du
choix d’un bouquet (Y;)ic(1,..n} a550Cié a t.

Démonstration. Si (7;1); et (i2); sont deux bouquets, alors les lacets ;1 et 7;, sont
conjugués d’apres la proposition 2.3.23, et leurs images par ¢ sont donc conjuguées
par un élément de H. O

2.3.5. Classes de monodromie

Dans cette sous-section, on introduit la notion de classe de monodromie d'un G-
revétement marqué en un de ses points de branchement :

Définition 2.3.25. La classe de monodromie en t; d'un G-revétement marqué de (X, to)
ramifié en une configuration t contenant t; est la classe de conjugaison, dans le groupe
de monodromie, de I'élément ¢(7;) pour un bouquet v quelconque associé a t. Cette
classe de conjugaison est bien définie d’apres le corollaire 2.3.24.

La classe de monodromie d'un G-revétement non-marqué en un de ses points de
branchement ¢;, vue comme classe de conjugaison de G, est également bien définie.

Proposition 2.3.26. Soit t € PConf,x une configuration ordonnée et un bouquet
topologique (Vi)icqa,.,ny qui lui soit associé. Soit (p,*,a) un G-revétement marqué de
X\t et ¢ : m(X\tty) — G son morphisme de monodromie. Alors @(y;) = 1 si
et seulement si le G-revétement marqué (p,x) s'étend en un G-revétement marqué de

X\ {tl,. . 'rti—lrti—i-lr- . .,tn}.

Définition:
Classe de monodromie d'un
G-revétement ramifié mar-
qué, en un de ses points de
branchement

Proposition:

Les « wrais » points de
branchement sont ceux en
lesquels la classe de mono-
dromie est non-triviale
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Démonstration.

(<) Supposons que le G-revétement marqué (p, , «) s’étende en un G-revétement mar-
qué (p/,*,a’) de X\ {t1,...,ti_1,tit1,...,tn}. On désigne par ¢’ le morphisme de
monodromie du revétement étendu :

¢ i (X\{t, .. ti_1, tiz1, -t} to) = G.

Soit i I'inclusion (X \ t,tg) = (X \{t1,..., ti—1, tix1, .-, tn}, to). Puisqu’il est équi-
valent de relever un chemin dans X \ ¢ par p ou par p/, ona:

¢ = ¢' omi(i).

Remarquons que le lacet y; est homotopiquement trivial lorsqu’on le regarde dans
X\{ty,..., ti—1,tiy1,...,tn} puisque le lacet 7; utilisé dans la définition des bou-
quets topologiques l’est. Ainsi, on a 71(i)(y;) = 1 et par conséquent ¢(7v;) =
¢' (1 ()(7:)) = 1.

(=) Supposons désormais que ¢(;) = 1. On choisit un ouvert U de X homéomorphe
a R?, contenant les points tg et t; ainsi que la trajectoire du lacet y;, mais aucun
des autres points ty,...,t;_1,ti11,...,ty. Louvert U\ {t;} est homéomorphe au
plan épointé, et il a donc un groupe fondamental isomorphe a Z, engendré par
la classe d’homotopie de ;. La restriction p;; g, du revétement p a U\ {t;}
satisfait toujours ’hypothese, a savoir que I'image de 7; par son morphisme de
monodromie est triviale. Puisque 7; engendre 71(U \ {t},t9), cela entraine que
le morphisme de monodromie de P‘u\ {,) est trivial. D’apres le théoréme 2.2.26,
la trivialité du morphisme de monodromie entraine la trivialité du revétement
p\u\ {+,}- Un revétement trivial s’étendant bien entendu a U, c’est le cas de P|u\ ()

et, par conséquent, de p. 0
) Définition:
Définition 2.3.27. Un point de branchement #; d"un G-revétement ramifié est factice  point de branchement fac-
si le revétement s’étend en un G-revétement ramifié dont ¢; n’est plus un point de tice
branchement.

D’apres la proposition 2.3.26, les points de branchements factices sont exactement
ceux en lesquels la classe de monodromie est triviale.

2.3.6. Description des cycles de branchement et multidiscriminant

Soit (p, x) un G-revétement marqué de (X, tp) ramifié en une configuration ordonnée
t € PConf, x. Fixons un bouquet topologique 7 = (y1,...,7n) associé a t. On définit
un n-uplet d’éléments de G a partir du G-revétement (p, *) :

Définition:
Définition 2.3.28. La description des cycles de branchement (branch cycle description en  Description  des  cycles
anglais) du G-revétement marqué (p, x) pour le bouquet v est le n-uplet suivant d’élé-  de  branchement ~ d'un
ments de G : G-revétement marqué

BCD, (p, *) = (¢(71L--.,¢(7n)>

ott ¢ est le morphisme de monodromie du G-revétement marqué (p, ). Les éléments
de ce n-uplet sont les éléments locaux de monodromie du revétement (p, x) pour le bou-

quet 7.
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Lorsque les éléments 71, . .., v, engendrent le groupe fondamental 711 (X \ £, tp), la
description des cycles de branchement d'un G-revétement marqué caractérise entie-
rement son morphisme de monodromie, et donc (d’apres le théoreme 2.2.26) sa classe
d’isomorphisme. Ce n’est en général pas le cas (si X n’est pas simplement connexe, le
cas n = 0 est un contre-exemple), mais la proposition 2.4.10 assure que cette propriété
est vérifiée dans le cas des droites complexes A'(C) et P!(C).

Soit H un sous-groupe de G contenant le groupe de monodromie de (p,x), et
soit ¢ un sous-ensemble de H invariant par conjugaison contenant toutes les classes
de monodromie de (p, ). On note D* I'ensemble des classes de conjugaison de H
contenues dans c.

Définition 2.3.29. Le (H,c)-multidiscriminant pp.(p,*) du G-revétement marqué
(p,*) est 'application D* — {0,1,...} qui a une classe de conjugaison y € D*
associe le nombre de points de t en lesquels la classe de monodromie de (p, x) est 7.

Le (H, c¢)-multidiscriminant vérifie 1’égalité suivante :

Z VH,C(P/ *) (’)’) = n.

yeD*

Par la définition 2.3.25, la classe de monodromie associée au point de branche-
ment ¢; est la classe de conjugaison du i-ieme élément local de monodromie du G-
revétement (p,*), quel que soit le bouquet . On peut ainsi déterminer le (H,c)-
multidiscriminant du G-revétement marqué Zp, *) a partir de la description de ses
cycles de branchement :

#H,e (P, %) = pr,c(BCDy (p, %))

ou le (H, c)-multidiscriminant du n-uplet BCD, (p, %) est pris au sens de la défini-
tion 1.4.6. -

Par ailleurs, si ¢ est le morphisme de monodromie de (p, ), alors le groupe de
monodromie de (p, x) satisfait I'inclusion suivante :

Im(p) = (1 (X \ £t0)) 2 @({11,- -, 7)) = (BCDy (p, %) )

avec égalité lorsque le bouquet 1, ..., 7, engendre 71 (X \ t, tp).

2.4. DESCRIPTION COMBINATOIRE DES REVETEMENTS

Dans cette section, on se concentre sur la situation ot X est la droite complexe affine
A'(C) ou projective P!(C). Nous mettons l’accent sur la description combinatoire des
G-revétements ramifiés dans ce contexte (Théoreme 2.4.12). On utilise cette descrip-
tion pour définir une opération de recollement des G-revétements ramifiés marqués
(Sous-section 2.4.2).

2.4.1. Le cas des droites complexes

2.4.1.1. Le groupe des tresses. Dans ce paragraphe, on donne une présentation du
groupe des tresses B, x lorsque X = A!(C) ou X = PP'(C). On commence pour
cela par définir le groupe des tresses d”Artin By, qui est le « vrai » groupe des tresses
a n brins dans A'(C) (voir la remarque 2.3.11) :

Définition:
(H, ¢)-multidiscriminant
d’un G-revétement marqué
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Définition:
Définition 2.4.1. Le groupe des tresses d’Artin By, est le groupe défini par la présentation Groupes des tresses d'Artin
suivante :
oo, = o0 sili—j|>2
B'rl: 01,02,++-,0n-1 v I .. .
0i0i+10; = 0i410i0i4+1 sii<n—1

Le générateur o; du groupe des tresses d’Artin correspond a la i-ieme tresse élé-
mentaire :

Figure 2.4.2.

O o Q /\i O O La i-ieme tresse élémen-

t;x xti-ﬁ-l X X

ty ti1 \/ tiio t, taire.
On représente aussi cette tresse de la fagon suivante :
L £ Figure 2.4.3.
(t=0) ! L Une autre représentation

de la i-iéme tresse élé-

mentaire.
-1 e

li it

Sur la figure 2.4.3, ’axe vertical représente le temps (de haut en bas) et la « profon-
deur » (incarnée par le fait quun brin de la tresse passe « devant » un autre lors
d’un croisement) correspond a l’axe vertical de la figure 2.4.2 — il faut imaginer qu’on
assiste au déplacement des points en regardant depuis le bas de la feuille. En utilisant
cette convention, on représente graphiquement les relations qui définissent B, :

— La relation de localité :

0;0j = ojo; lorsque |i —j| > 1,

signifie que les tresses élémentaires qui ne sont pas consécutives commutent les
unes avec les autres :

Figure 2.4.4.
t; tiv1 t; tiv1 Une tresse équivalente a
(t = O) >\ \ la fois a c;0; et a 0jo;.

(t=1) £ N\
i tip t; i
— La relation de tresse :
0i0;+10; = 0410041 pour tout i€ {1, oo, n = 2}

s’illustre similairement :
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ti tigr tig2 t; tiy1 tio

Oi+1 / 0
o // Oit1
Oit1 Oi

/

ti  tiy1r it ti tiv1 Tigo

2

Le fait que les deux tresses de la figure 2.4.5 soient équivalentes se voit de la

maniére suivante : dans les deux cas, le brin reliant ¢;,, a t; passe en-dessous des

deux autres ; parmi les deux du dessus, le brin reliant ¢;;1 a lui-méme passe en-

dessous de celui reliant ¢; a £; 5.

Proposition 2.4.6. Le groupe des tresses d’Artin By, est engendré par deux tresses : la tresse

élémentaire oy et la tresse de « décalage » (shift en anglais):

sh=oy09---0,,_1.

to 13
_— /I /I o

/ .

t ty t5

Démonstration. 11 suffit d’exprimer o; en fonction de o7 et de sh. Pour i € {1,..

2}

sho; = (103 ...04-1) 0;
= 0102 ...0;-1(01014107) 0i420i43 - - - Op—1
= 0102 ...0;1 (03410701 41) 01120143 - - - Oy 1
= 0i41 (0007 - - . 03107074101 120i43 - - - On—1)

=0i11 sh.

On en déduit 0; 1 = sh' oy sh™, ce qui conclut la preuve.

LN —

O

Enfin, on décrit les groupes des tresses B, x (au sens de la définition 2.3.10) lorsque
X = A'(C) ou X = IP'(C). Pour une preuve de la proposition 2.4.8, voir les cas p = 1

(pour X = P1(C)) et p = 2 (pour X = A'(C)) de [Belo3, Theorem 5.1].

Figure 2.4.5.
Les tresses 0;,10;0;41 et
0;0;410; respectivement.

Proposition:
Une autre présentation du
groupe des tresses d’Artin

Figure 2.4.7.
La tresse sh dans le cas
n=>5.
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Proposition 2.4.8. Le groupe des tresses B, p1(¢) est isomorphe au groupe des tresses d"Ar-
tin® B,. Le groupe des tresses B, a1(c), quant a lui, posséde (en plus des tresses élémentaires
01, - .., 0n—1) un générateur additionnel z1, correspondant a la rotation dans le sens antiho-
raire du point t1 autour du point base t :

Ce générateur satisfait les relations suivantes qui — prises avec les relations définissant By, —

entrainent toutes les relations entre éléments de B, p1(c) :
— Le générateur zy commute avec les tresses élémentaires o, . .., 0,1 (toutes exceptée o1).

. On représente cette relation graphiquement :

/

e

-1, -1 -1, -1
— Onaoy z100 21 = 210y 2104

—1 T/"

A

N X
NN

je fais glisser la je décompose
deuxieme boucle la tresse
vers le haut et je
rétracte celle que
j’avais fait gonfler

01

///
&)
™~

\_/

je fais ”gonfler”

bou(,le du haut pour

obtenue comme

un produit de
générateurs

qu’elle ”englobe”
celle du bas

L'espace de configurations Conf, x est connexe (voir la proposition 2.3.5) et son
groupe fondamental est B, x (Définition 2.3.10). Pour compléter la description du
type d’homotopie de Conf, x, on peut noter que les groupes d’homotopie 7t; des es-
paces de configurations Conf, x sont triviaux pour k > 2 [FN62a; FN62b; Wil1g]. En
conséquence, 'espace Conf, x est faiblement homotopiquement équivalent a I'espace
d’Eilenberg-Maclane K(B,, x,1) = BB, x.
2.4.1.2. Bouquets, groupe fondamental de X \ t, et description des cycles de branchement
Dans le cas des droites complexes, le groupe fondamental de X \ f est engendré par
un bouquet associé a t. Plus précisément :

Proposition:

Groupe des tresses dans le
cas A1(C) ou IP1(C)

80n peut s’étonner de ne
pas retrouver le groupe des
tresses « sphériques », qui
est le « vrai » groupe des
tresses a n brins de P'(C),
et qui satisfait la relation ad-
ditionnelle :

2
0102 ... O_10p—2...01 = 1.

Cependant, cela s’éclaire
a la lumiere de la re-
marque 2.3.11 : puisque le
point base est fixé, il est
normal qu’on retrouve le
groupe des tresses d’Artin.

Figure 2.4.9.
Une illustration de la
relation o7 12101_ lzp =
21(71_121(71_1
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Proposition 2.4.10. Soit v = (v1,...,7vu) un bouquet topologique associé a la configura-
tion t. Alors :

— Si X = A'(C), les lacets vy; engendrent 7t (X \ t, to) librement.

— Si X = PYCQ), les lacets v; engendrent 7 (X \ t, to) et satisfont la relation
Y172 Yn = 1, qui engendre toutes les autres relations.

fo Y17Y27Y374

Il suit de la proposition 2.4.10 et du fait que les éléments 1, ..., v, engendrent
m(X \ £ tp) que le morphisme de monodromie ¢ d'un G-revétement marqué (et,
donc, le G-revétement marqué a isomorphisme pres) est entierement déterminé par
ses éléments locaux de monodromie ¢(7;) € G, et donc par sa description des cycles
de branchement (Définition 2.3.28). Ainsi :

Théoréme 2.4.12. Soit t € PConf, x une configuration ordonnée et v = (v1,...,vn) un
bouquet topologique associé a t.

— Si X = AY(C), l'application BCD., définit une bijection entre les classes d'isomorphismes
de G-revétements marqués de A'(C) ramifiés en t et les n-uplets (g1,...,gn) d'éléments
de G.

— Si X = PY(C), I'application BCD,, définit une bijection entre les classes d'isomorphismes
de G-revétements marqués de P1(C) ramifiés en t et les n-uplets (g1, ...,gn) d'éléments
de G satisfaisant g1g> -+ - gn = 1.

Dans les deux cas, le groupe de monodromie d'un G-revétement marqué ramifié en n points
est égal au sous-groupe de G engendré par les éléments g1, . .., gn du n-uplet correspondant.

En particulier, les classes d’isomorphisme de G-revétements connexes marqués ra-
mifiés en t sont en bijection avec les n-uplets ¢ d’éléments de G dont le groupe en-

gendré < §> est G tout entier, avec de plus la condition 77g = 1 dans le cas X = P(C).
Remarque 2.4.13. Pour les classes d’isomorphisme de G-revétements non-marqués, le

théoréme 2.4.12 reste vrai a condition de remplacer les n-uplets d’éléments de G par
des n-uplets considérés a conjugaison (simultanée de tous leurs éléments) pres.

Proposition:
Générateurs et relations
du  groupe fondamental

m(X\ ¢, to)

Figure 2.4.11.

Le lacet 172 - - - yn dans
le cas n = 4. Lorsque
X = PY(C), puisqu’on
est sur une sphere, on
peut contracter ce lacet
en passant « derriere la
spheére », 1a ou il n'y
a pas de points de f.
Cela illustre la relation

T2 n =1

Théoréme:
Description  combinatoire
des G-revétements
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Remarque 2.4.14. Un G-revétement marqué de A'(C) ramifié en une configuration
t € Conf,, p1(¢) s'étend en un G-revétement ramifié marqué de IP1(C) si et seulement
si son morphisme de monodromie ¢ satisfait ¢(y1y2---yn) = 1 pour un bouquet
Y= (71,---,7n) quelconque associé a t. En effet, un regard attentif au lacet de la
figure 2.4.11 dans le cas X = A!(C) = P!(C) \ {0} montre que la classe de conju-
gaison de ¢((7y1 - yn) ') est la classe de monodromie en l'infini. On applique alors
la proposition 2.3.26.

Une conséquence du théoréme 2.4.12 est le corollaire 2.4.15. Ce résultat entraine
que tout groupe fini est isomorphe au groupe des automorphismes d’un revétement
galoisien de A!(C) ou de P!(C). Dans le contexte de I'étude du probleme de Galois
inverse, ce fait prend une importance nouvelle & la lumiére du théoréeme d’existence
de Riemann (voir la sous-section 7.1.4).

Corollaire 2.4.15. Il existe un G-revétement connexe de X.

Démonstration. En vertu du théoréme 2.4.12, il suffit de construire un uplet g d’élé-
ments de G qui engendre G, et tel que 77g = 1 dans le cas o X = PP}(C). On peut
par exemple prendre n’importe quelle énumération 81,---,8|c| des éléments de G. Le
(|G| + 1)-uplet suivant convient alors :

(g1,...,gc, (gl"'g|c|)l)‘ [

Dans la suite du texte, on ne considere que des G-revétements ramifiés de la droite,
affine ou projective. En vertu du théoréme 2.4.12, on assimile donc régulierement les
G-revétements marqués en une configuration ¢ fixée (pour laquelle un bouquet est
implicitement choisi) et les n-uplets d’éléments de G, avec la condition que ces uplets
soient de produit 1 dans le cas des revétements de la droite projective.

2.4.2. L'opération de recollement

2.4.2.1. Définition combinatoire de l'opération de recollement. Soit deux entiers n et 1/,
et deux configurations ordonnées t € PConf, x et ' € PConf,, x. On suppose que
I'ensemble des points de la configuration ¢ et I’ensemble des points de la configuration
' sont disjoints, de sorte que la concaténation des deux configurations, qu’on note
tUt', appartienne & PConf,, x. On fixe un bouquet v - 9" = (v1,..., v, 7}, -, T0)
associé a la configuration t U t/, duquel on extrait deux bouquets v, resp. 9/, associés
aux configurations f, resp. t'.

Définition 2.4.16. Soit deux G-revétements marqués (p,*) et (p/,*') de (X, to) rami-
fiés respectivement en t et en t'. Le recollement de (p,*) et (p/,*") est le G-revétement
marqué de (X, tp) ramifié en t U t/, unique a isomorphisme pres, dont la descrip-
tion des cycles de branchement pour le bouquet - 7’ est la concaténation (au sens
de la définition 1.4.7) des descriptions des cycles de branchement BCD, (p,*) et
BCD.,(p/, ). -

Le fait que ce recollement existe et soit unique a isomorphisme pres est une
conséquence du théoréme 2.4.12. Il faut aussi remarquer qu'une concaténation de
uplets (g1,...,8n) et (8},...,8),) Vérifiant g1 ---g, = gj---g, = 1 est un uplet
(81/---/8n, 84,8y Vérifiant g1 - - - ¢,87 - - - g1, = 1 : cela assure que le recollement
est bien défini dans le cas de IP*(C).

Proposition 2.4.17. Si H, H' sont les groupes de monodromie respectifs de (p,*) et (p',+'),
le groupe de monodromie de leur recollement est le sous-groupe de G engendré par H et H'

Définition:

Recollement de deux G-

revétements marqués

Proposition:

Groupe de monodromie

d'un recollement
revétements

de
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2.4.2.2. Interprétation géométrique de [l'opération de recollement. Réinterprétons la
construction précédente d'une fagon géométrique, en l'illustrant.

— Cas X = A'(C) : Fixons un ouvert U C X homéomorphe a IR? qui contient t; et
t1,...,ty et qui ne contient pas t,..., t;,, et un ouvert V C X homéomorphe a RR?
qui contient tg et t/,..., t;, et qui ne contient pas t1,...,t,, et tels que l'intersection
U NV soit un voisinage de t) homéomorphe a R2.
Figure 2.4.18.
Les ouverts U et V

tlx x t/l
t2x tO Xté
t3x xté

t4x xti1

On définit aussi U’ = U \ tet V/ = V '\ t'. On a les homéomorphismes suivants :

(U’ tg) ~ (AY(C) \ L, o) (V',t0) = (A1(C) \ ', o)

(U'UV', to) = (ANC)\ (tUL),te)  (U'NV', k) = (A'(C), to)

En appliquant le théoréme de van Kampen, on obtient un isomorphisme de
groupes :

T (AYC)\ (tUt), tg) ~ m (U UV, tg)

~ (U, # * (V¢
1(U', 1) W) 1(V', to)

m (A'(C) \ £, to) * m (A (C) \ ¥, t).

12

La propriété universelle des produits libres entraine que la donnée d'un mor-
phisme 711 (A(C) \ ) — G et d’un morphisme 7; (A (C) \ ', ty) — G est équi-
valente a la donnée d’un morphisme 71 (A'(C) \ (tUt'),ty). En voyant ces mor-
phismes comme les morphismes de monodromie de G-revétements marqués, on
retrouve 'opération de recollement.

— Cas X = PP!(C) : Plagons-nous dans la situation suivante : & gauche, nous avons
une sphere privée de n de ses points ¢, tandis qu’a droite, nous avons une sphere
privée de n’ de ses points t'. De chacune de ces spheres, on retire un petit disque
autour du point base, ne contenant aucun des points que nous avons retirés. On
recolle les deux spheéres avec un cylindre S' x [0,1], ayant pour bord 1'union des
deux cercles obtenus comme bords des disques qu’on a enlevés. Enfin, on place un
nouveau point base ty quelque part sur le cylindre. Nous obtenons ainsi un nouvel
espace, homéomorphe a une sphere pointée privée de n + n’ de ses points t Ut

Soit un ouvert U de l'espace construit qui contient la sphere de gauche et le cy-
lindre, mais qui ne contient pas la spheére de droite, ainsi qu'un ouvert V qui
contient la sphere de droite et le cylindre mais pas la sphére de gauche.
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Figure 2.4.19.
Les ouverts U et V.

tox

Décrivons désormais le type d’homotopie des différents ouverts obtenus :

- L'ouvert U est homotopiquement équivalent a une sphere privée de n 4 1 de ses
points : d’une part, les n points de la configuration ¢, et un point additionnel fo
qui correspond au bord droit du cylindre.

Figure 2.4.20.
L'ouvert U sur lequel
on a tracé un bouquet

(r)/ll' . '/')’11/’)/00)'

— De méme, l'ouvert V est homotopiquement équivalent & une sphere privée de
n’ +1 de ses points : les n’ points de ' et un point t},.

- L'union U UV est homéomorphe a une sphere privée de n + n’ de ses points,
donnés par la configuration U t'.

— L’intersection U NV, c’est-a-dire le cylindre, est homotopiquement équivalente
a une sphere privée de deux de ses points te, t,, dont le groupe fondamental
est Z. Soit . le générateur du groupe fondamental qui tourne dans le sens
décrit par le dessin suivant :

Figure 2.4.21.
Le générateur ..

Le lacet 7, est homotope au lacet 7, mais il est homotope a l'inverse de 7.,
puisque 7y tourne dans le sens horaire autour du « point » de gauche t,:
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On utilise alors, comme ci-dessus, le théoreme de van Kampen :

m(PYC)\ (tUF), tg) ~ m (U UV, tg)

u,t V,t
(U, to) m(u;kW,to) (V. to)

1

et le groupe fondamental 7r1 (IP*(C) \ (t Ut'), ty) est donc isomorphe au groupe :
7t (PHC)\ {t1, .-+, tn, teo}, to) % m (PHC)\ {t], .., thy, th}, to)

ot le morphisme Z — 711 (P (C) \ {t1, ..., tn, teo}, to) est induit par 1 — 7. tandis

que le morphisme Z — 711 (IPY(C) \ {t},..., ., ti.}, to) est induit par 1 — (74,) .

Une classe d’isomorphisme de G-revétements de P!(C) \ (U ') correspond a un
morphisme 711 (IP'(C) \ (tUt'),tg) — G. Par la propriété universelle du produit
amalgamé, cela correspond a un couple de morphismes :

m(PHC\{t, - b ted o) DG et m(PHO)\ (. bt} ) B G

satisfaisant la condition @1 (veo) = @2(75) 1.

Si on part d'un G-revétement de la sphére de gauche ramifié en ¢t et d’'un G-
revétement de la sphere de droite ramifié en t/, et qu’on les voit comme des G-
revétements de U et V respectivement, alors les points t« et t,, sont des points de
branchement factices au sens de la définition 2.3.27. Le morphisme de monodromie
@1 (resp. ¢2) du G-revétement marqué de U (resp. de V), ramifié en t U {tc } (resp.
t' U {tL,}), satisfait donc ¢1(7e) = 1 (resp. ¢2(75) = 1). En particulier, la condition
P1(700) = 2(7h) ! est vérifiée et le recollement est donc possible : on obtient un
G-revétement de P1(C) \ (tU ).

Remarque 2.4.22. Dans un cas comme dans l'autre, on constate que 1’outil central est
le théoréme de van Kampen, théoréme qu’on voit a priori comme un énoncé sur les
lacets. En fait, dans 1’esprit de la remarque 2.2.29, on peut considérer I'existence du re-
collement des revétements comme étant précisément le théoreme de van Kampen : si le
groupe fondamental est défini par le fait qu'il classifie les revétements marqués, alors
un isomorphisme entre un groupe fondamental et un produit amalgamé (c’est-a-dire,
un coproduit) de groupes fondamentaux de sous-espaces n’est rien d’autre qu'une
affirmation sur la possibilité de recoller deux revétements marqués. Dans 'article de
blog https://terrytao.wordpress.com/2012/10/28/van-kampens-theorem-via-c
overing-spaces/, Tao propose une démonstration du théoréeme de van Kampen en
suivant ce point de vue, c’est-a-dire en construisant des recollements explicites.
Cette facon de penser au recollement des revétements se généralise au cas des revé-
tements algébriques : sur tout corps algébriquement clos, un théoreme de van Kam-
pen vaut pour les groupes fondamentaux étales de schémas (quoiqu’il faille prendre
la complétion profinie des produits amalgamés). On peut lire & cet usage la discus-
sion a l’adresse suivante : https://mathoverflow.net/questions/110511/an-eta
le-version-of-the-van-kampen-theorem. On verra dans les chapitres 7 et 8 que la
question de la possibilité (dans certaines situations) de recoller des revétements sur
des corps qui ne sont pas algébriquement clos est centrale pour le probleme de Ga-
lois inverse sur les corps de fonctions. Si K est un corps valué complet, par exemple,
Harbater a défini une opération de chirurgie (patching) entre revétements ramifiés de
P} : cette construction est en quelque sorte un théoréme de van Kampen pour les

Remarque:

Recollement des revéte-
ments et théoreme de van
Kampen


https://terrytao.wordpress.com/2012/10/28/van-kampens-theorem-via-covering-spaces/
https://terrytao.wordpress.com/2012/10/28/van-kampens-theorem-via-covering-spaces/
https://mathoverflow.net/questions/110511/an-etale-version-of-the-van-kampen-theorem
https://mathoverflow.net/questions/110511/an-etale-version-of-the-van-kampen-theorem
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droites projectives sur K privées d’un nombre fini de points. Les interrogations de la
question 8.1.1, puis nos réponses partielles du théoréme 8.1.2, sont motivées par la
recherche de formes affaiblies du théoreme de van Kampen sur les corps de nombres.

2.5. SUMMARY OF THE CHAPTER IN ENGLISH

In this section, we summarize some of the content of Chapter 2 in English. The focus
is on stating only key definitions and results which are used later in the text.

— Let the topological space X be either the affine complex line A!(C) or the projective
complex line IP'(C). In both cases, we fix a basepoint fy (the point at infinity if
X = PY(C)). A configuration (Definition 2.3.8) is an unordered list of points ¢ of
X\ {to}. Configurations form a topological space Conf,x, whose fundamental
group is the braid group B, x (Definition 2.3.10).

If X = IP!(C), this braid group is isomorphic (Proposition 2.4.8) to the Artin braid
group B, (Definition 2.4.1), which admits the following presentation:

0i0;j = oio; if ‘l —]| > 2>

By=(01,00,...,001 I
0i0i410; = 0110041 fi<n—1

When X = A!(C), the braid group B, a1(c) admits the following presentation
(Proposition 2.4.8):

00 = 0i0; if |Z — ]| >2
0i0i110; = 0i310i0i11 ifi € {1, e, n— 2}
01,02,--.,0n-1,21 ap .
0iz1 = Z10; ifie{2,...,n—1}
-1 -1 -1 -1
0y 21090 21 = 2107 "Z104

— We consider branched G-covers of X. A G-cover of X, branched at some config-
uration t € Conf,, x, is a covering map p : Y — X \ t equipped with a morphism
a from the group G to the group Aut(p) of deck transformations of the cover,
such that « induces a free transitive action of G on each fiber (Definitions 2.2.10
and 2.3.15). A G-cover of X is necessarily a Galois cover of degree |G|. A marked
G-cover is moreover equipped with a marked point in the unramified fiber above
the basepoint ty € X. (Definition 2.2.13)

We allow trivial ramification at the “branch points”, even if the G-cover can be
extended into a G-cover with less branch points. Moreover, we do not require that
G-covers be connected. In particular, a G-cover does not necessarily have G as its
automorphism group (see Proposition 2.2.25).

— Consider a marked G-cover of (X, tp) branched at a configuration ¢. One can con-
sider its monodromy morphism ¢ (Definition 2.2.17), which is a group morphism:

¢:m(X\tty) = G.

This morphism is surjective exactly when the G-cover is connected. In general,
its image is a subgroup of G: the monodromy group of the marked G-cover (Defi-
nition 2.2.18). The marked G-cover is uniquely characterized up to isomorphism
by its monodromy morphism: this defines a bijection and even an equivalence of
categories (Theorem 2.2.26).
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— Lett = {t1,...,t,} be a configuration. When X is the affine line A'(C), the fun-
damental group 711 (X \ £, t9) is freely generated by a particular family (y,...,7x)
of loops (a topological bouquet associated to the configuration ¢, cf. Definition 2.3.19
and Proposition 2.4.10). The element y; € 1(X \ t,t9) is the homotopy class of a
loop which rotates once counterclockwise around t;, and does not rotate around
any other branch point.

The choice of a topological bouquet induces a bijection between isomorphism
classes of marked G-covers of the affine line A!(C), branched at t = {t;,...,t,},
and n-tuples ¢ = (g1,...,4n) of elements of G (Theorem 2.4.12). The tuple g is the
branch cycle dgscription of the marked G-cover; the elements gy,...,g, are its local
monodromy elements; the conjugacy classes of these elements (which do not depend
on the choice of a bouquet, cf. Corollary 2.3.24) are the monodromy classes of the
marked branched G-cover (Definitions 2.3.25 and 2.3.28).

The monodromy group of a marked G-cover whose branch cycle description is g,
i.e. the automorphism group of the connected component of its marked point, is
< g> =(g1,.-.,9n). In particular, the G-cover is connected exactly when g1, ..., 4
generate G.

When X is the complex projective line IP!(C), a topological bouquet (71, ...,7n)
still generates the fundamental group 711 (X \ £, t), but there is the single nontriv-
ial generating relation ;- - -y, = 1. Therefore, the combinatorial description of
G-covers as tuples still holds, but one must consider only tuples § = (g1,...,$n)
whose product 77g = g1 - - - gu is equal to 1. These tuples are in bij?ection with iso-
morphism classes of marked G-covers of IP!(C) branched at a given configuration.

For unmarked G-covers, tuples must be considered up to the conjugation action of
the G (acting on all elements of a tuple simultaneously) — this action corresponds
to a change of marked point (Proposition 2.2.20, Corollary 2.2.21, Theorem 2.2.28
and Remark 2.4.13).

— Given two marked G-covers of P!(C), ramified at disjoint configurations ¢ and
t' (for which bouquets are chosen), we define the gluing of these covers (Defini-
tion 2.4.16). In terms of branch cycle descriptions, the gluing operation corresponds
to the concatenation of tuples of elements of G:

(81 8n) (81, &) = (81, -/ 8 &1+ -/ &w)-

The number of branch points of the resulting marked G-cover is the sum of the
numbers of branch points of the original covers, and its monodromy group is the
subgroup of G generated by their monodromy groups.
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THEORIE TOPOLOGIQUE DES
ESPACES DE HURWITZ

S—

(A summary of this chapter in English may be found in Section 3.5)

Résumé du chapitre

DANS CE CHAPITRE, nous définissons les espaces de Hurwitz, vus comme es-
paces topologiques. On insiste sur la description combinatoire de leurs com-
posantes connexes et sur la possibilité de recoller ces composantes. On définit
également les monoides et anneaux des composantes qui sont au cceur des
chapitres suivants.
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Une aube affaiblie
Verse par les champs
La mélancolie

Des soleils couchants.

— P. Verlaine,
Soleils couchants, in Poémes saturniens, 1866.

Pour tout le chapitre, on fixe un groupe fini G.

3.1. INTRODUCTION

Ce chapitre consiste en la définition des espaces de Hurwitz (Section 3.2), la descrip-
tion combinatoire de leurs composantes connexes (Section 3.3) puis la définition des
monoides et anneaux des composantes (Section 3.4) accompagnée de faits les concer-
nant.

Remarque 3.1.1. Dans ce chapitre et dans le précédent, les revétements et les espaces
de Hurwitz sont considérés d’un point de vue topologique. Cependant, un revéte-
ment topologique d’une variété complexe (telle que P! (C), ainsi que les espaces de
configurations de points de IP!(C)) hérite d"une structure analytique canonique. Cela
montre, d'une part, que les G-revétements topologiques de la droite complexe (af-
fine ou projective), ramifiés en n points, sont aussi des revétements analytiques de la
droite complexe — et, d’autre part, que les espaces de Hurwitz qui classifient ces re-
vétements, comme revétements des espaces de configuration de n points de IP!(C),
ont une structure naturelle de variété complexe (de dimension complexe 7, voir la
remarque 3.2.6).

3.2. ESPACES DE HURWITZ TOPOLOGIQUES

Les espaces de Hurwitz sont des espaces topologiques dont les points correspondent
aux classes d’isomorphisme de G-revétements ramifiés de X, de sorte que la topolo-
gie tienne compte de la possibilité de déformer « contintiment » un G-revétement en
déplacant ses points de branchement. Selon la nature précise des revétements qu’on
classifie, on obtient une multitude d’espaces différents. Dans cette section, nous défi-
nissons les espaces de Hurwitz des G-revétements ramifiés de X ainsi que la topologie
sur ces espaces.

Des références possibles sont [EVW16, Section 2] pour X = Al(C), ou [Volg6,
Sous-section 10.1] pour X = P'(C).

Remarque:
Théorie analytique des G-
revétements et des espaces
de Hurwitz
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3.2.1. Une premiere définition de 1’espace de Hurwitz

Définition 3.2.1. L'ensemble PHury (G, n) est I’ensemble des couples (t, ¢) ou t €
PConf, x est une configuration ordonnée de X \ t( et ¢ est un morphisme de groupes
m(X\tty) — G.

D’apres le théoréme 2.2.26, les éléments de I'ensemble PHur (G, 1) correspondent
aux G-revétements marqués de (X, tp) ramifiés en une configuration ordonnée de n
points.”

On souhaite munir 1’ensemble PHur (G, n) d’une topologie.

On donne une construction, qu’on utilise plus bas pour définir les ouverts de
PHur% (G, n). Soit U un ouvert de PConf, x de la forme V; x --- x V;, ot les V; sont
des ouverts disjoints de X \ {fo} tous homéomorphes a R?, et soit ¢ un morphisme
de groupes :

@ (X\Um,t()) — G.
1
Pour chaque configuration ¢t € U, l'inclusion définit une équivalence d’homotopie J;
entre les espaces topologiques pointés suivants :

Ji : (X\UVi,to> — (X \ t,t).

Puisque J; est une équivalence d’homotopie, le morphisme de groupes 711 (J¢) qu’elle
induit entre les groupes fondamentaux est un isomorphisme :

1

ﬂl(]i) s <X \ U ‘/ir tO) :> 7'[1(X\L tO)
On note alors Wy, le sous-ensemble suivant de PHury (G, n) :

Wue « {(i/ po (m(h))‘l) ‘t € U}

Définition 3.2.2. Un sous-ensemble de PHur (G, n) est ouvert s'il est une union d’en-
sembles de la forme Wy, pour des choix d’ouverts U et de morphismes ¢ comme
ci-dessus.

Proposition 3.2.3. Les sous-ensembles ouverts de PHur, (G, n) forment une topologie de
PHur (G, n). Pour cette topologie, I'application pr, de projection sur la premiere coordonnée
est un revétement :
o {PHur}‘((G,n) — PConf, x
PRl w9 =k

Démonstration. 1l suit directement de la définition que 1’ensemble vide est ouvert et
que les unions d’ouverts sont des ouverts.

— Montrons que l'espace entier PHur (G, n) est ouvert. Pour cela, considérons un de
ses points (t, ¢) € PHurk (G, n). Choisissons des voisinages ouverts V; de chaque
point ¢; qui sont homéomorphes a IR?, et tels que les ensembles V; sont disjoints.
On définit alors U = V; X - - - x Vj,. L'inclusion suivante est une équivalence d’ho-
motopie :

Ji : (X\Uvz‘/t0> — (X \ t 1)

Définition:

L'espace  de  Hurwitz
PHur%(G,n) vu comme
ensemble

*Le fait de classifier les
G-revétements ramifiés en
des configurations ordon-
nées est non-traditionnel,
mais nous introduisons ces
espaces comme objets in-
termédiaires pour arriver a
la définition 3.2.4. Dans sa
these [Cadog], Cadoret les
appelle espaces de Hurwitz
dessymétrisés.

Définition:
Ouverts de I'espace de
Hurwitz PHury (G, n)

Proposition:

PHury (G, n) est un re-
vétement topologique de
PConf, x
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et elle induit donc un isomorphisme de groupes :

m(Je) : m (X\UVi/fo> = (X \ L tp).

1

Si on définit ¢ comme étant le morphisme ¢ o 71(J¢), on a (£, ¢) € Wy 5. Le fait
que tout point de PHur (G, ) appartienne a un ouvert élémentaire Wy; 5 entraine
que PHury (G, n) est ouvert.

— Montrons que l'intersection de deux ouverts est un ouvert. Il suffit de considérer
le cas de deux ouverts élémentaires Wy, et Wy o/, pour des choix arbitraires de
U,eU,¢ . Ona:

unu' = (Hm) N <]7[v/> =TJvinV)).

1

Soit W, = V;N Vi’ . Si I'un des ouverts W; est vide, alors il n'y a rien a montrer
puisque l'intersection Wy, N Wy o est vide. On se ramene ainsi au cas ou les
ouverts W; sont des ouverts non-vides disjoints de X \ {fo}. Les deux inclusions
suivantes sont des équivalences d’homotopie :

n: (X\UWi,to> - <X\UVi/tO>/

1

I (X\Uwi,m) — (X\U%’,t())

et elles induisent donc des isomorphismes 711 (11) et 711 (12) entre les groupes fonda-
mentaux correspondants. On définit les deux morphismes 1y (X \ U; Wi, to) — G
suivants :

¢1=@om(n),
¢2=¢' omi(12)

Pour une configuration t € U N U’ donnée, on note J; et J;, respectivement, les in-
clusions de X \ U V; (respectivement X \ J V/) dans X \ t. Ce sont des équivalences
d’homotopie.

Si l'intersection Wy, N Wy o est non vide, il existe par définition une configura-
tion t € UN U’ satisfaisant ¢ o 711 (J;) ™! = ¢ o nl(]g)’l. Cela entraine @1 = ¢5.
On se place dans le cas ¢; = @2, puisqu’autrement Wy, N1 Wiy v est vide et donc
ouvert. On peut alors écrire l'intersection explicitement comme un ouvert élémen-
taire, et en particulier elle est ouverte :

Wu,p " Wur,g = Wit w0 = Wi wign-

— Montrons que l'application pr, : PHury(G,n) — PConf, x de projection sur la
premiére coordonnée est un revétement. Soit V un ouvert de PConf, x. Si x est
un point de V, il existe des ouverts non vides disjoints N;(x) de X\ {t¢}, chacun
homéomorphe a RR?, tels que :

x € HNi(x) et HNi(x) cV.
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et I'image inverse de l'ouvert []; N;(x) par pr; est égale a 'ensemble suivant :

B t € TT; Ni(x)
{(t,(poﬂ1<]t) 1) |(p sy (X \ Ui Ni(x), k) — G}'

On peut alors décrire 'image inverse de V par pr; :

et (U T |

xeV i

Upr! (I?[M(@)

xeV

U U WITL Ny ()9

x€V \ ¢ty (X\U; Nj(x),t0) =G

pry (V)

C’est un ouvert de PHury (G, ), et cela montre que pry est continue.
Soit ty un point de PConf, x. Il admet un voisinage ouvert de la forme []; V;, ot

les V; sont des ouverts non vides disjoints de X \ {to} homéomorphes a R2. On a
alors :

pr (V) = U Wy e
@1 (X\U; Vito) =G

= U A{lbeemtn)|tev}

@1 (X\U; Virto) =G

12

¢ (X\U; Vito) =G

= U V x {¢}

¢ (X\U; Vito) =G

~ Hom (7‘[1 <X\UVl,f0> ,G) xV

~ Hom (1 (X \ £y, t0),G) x V en composant par 7y (Ji,) '

Cela montre que pr; : PHurk (G, n) — PConf, x est un revétement dont la fibre est
isomorphe a Hom (711 (X \ £y, to) , G). O

L’action du groupe symétrique &, sur I'espace PConf,, x induit une action continue
de chaque permutation ¢ € &, sur PHury (G, ), correspondant a une réindexation
des points de branchement :

¢.((t1, ), (p) = ((tlp(l), ...,tlp(n)>,(p).

Définition 3.2.4. L'espace de Hurwitz Hur (G, n) des G-revétements marqués de (X, to)
ramifiés en n points non-ordonnés est le quotient de 1’espace topologique PHur (G, n)
par l'action (libre) du groupe symétrique &, muni de la topologie quotient :

Hur’ (G, n) ¥ PHur} (G, n)/6,.

L'application pr; : Hury (G, n) — Conf, x induite par la projection sur la premiere
coordonnée est un revétement, et la fibre au-dessus d’une configuration ¢ € Conf, x

U {t, @) |teV} en composant ¢ par 711 (J;)

Définition:

L'espace  de  Hurwitz
Hurk(G,n) des G-
revétements marqués de
(X, to) ramifiés en n points
(non-ordonnés)
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est en bijection avec I’ensemble des morphismes de groupes 711 (X \ t,t9) — G. Le fait
que Hurk (G, n) soit un revétement de Conf, x traduit le fait qu'il existe une unique
maniére de déformer « contintiment » un G-revétement marqué lorsque ses points de
branchement se déplacent en restant distincts a chaque instant (voir le lemme 3.2.7).

On récapitule les liens entre Hur (G, n), PHury (G, n), Conf, x et PConf, x par le
diagramme commutatif suivant :

PHur (G, n) <% Hur}(G, n)

e [#

PConf, x /—6» Conf, x

Fait 3.2.5. Le diagramme ci-dessus est cartésien. Autrement dit, I’espace PHur (G, n)
est homéomorphe au produit fibré Hury(G,n) x PConf, x.

Confn/X
Remarque 3.2.6. En tant que revétements finis de Conf, x, les espaces de Hurwitz
Hurk (G, n) et Hurx(G, n) sont des variétés topologiques de dimension 2n (voir la
remarque 2.3.6).

3.2.2. Les espaces de Hurwitz via la construction de Borel

3.2.2.1. L’isomorphisme de transport.

Lemme 3.2.7. Soit T' : [0,1] — Conf,, x un chemin continu reliant deux configurations |t|
et [t']. On peut définir un isomorphisme de transport TT : 711 (X \ £, t9) — 71 (X \ £/, to),
qui ne dépend que de la classe d’homotopie de I'. De plus, cette construction est canonique au
sens ot T(T xI") = TI" o TT chaque fois que T et T" sont deux chemins concaténables dans
espace de configurations Conf,, x.

Démonstration. Fixons une configuration ordonnée t € PConf, x dont [t] est I'orbite
sous &,, et notons T le relevement de T a PConf, x qui débute en t. Au cours de
cette preuve, nous dirons d’un intervalle fermé I C [0,1] qu’il est assez petit® lorsque
[(I) est inclus dans un ouvert de la forme [T U;, ott les ensembles U; sont des ouverts
disjoints de X \ {fo} homéomorphes a R?.

1. Définissons d’abord T T'|; lorsque I = [a,]] est un intervalle assez petit. On fixe
V = IT; U; un produit d’ouverts disjoints U; C X \ {fo} homéomorphes a R? tels
que T'(I) C V. Les inclusions suivantes sont alors des équivalences d’homotopie :

]Ll : (X\UI ui/ tO)
v+ (X\U;iUyto)

= (X\T(a),to)

= (XA\T(b), o).

On définit alors T T'|; comme étant l'isomorphisme 711 (J;) o 711(J;) ! entre les
groupes 711 (X \ T'(a),ty) et w1 (X \ T(D), tp).

2. La définition qui préceéde ne dépend pas des ouverts U; choisis. En effet, considé-
rons un autre choix (U/);¢ (1,..,n} d’ouverts vérifiant les mémes propriétés que (u;).
Soit, pour chaque i, un ouvert W; inclus dans U; N Ul(, homéomorphe a R?, et tel
que T(I) C [T; W;. Les diverses inclusions en présence, qui sont toutes des équiva-

Lemme:
L’isomorphisme de trans-
port TT'

>Cette notion ne dépend
pas du choix deT : si on per-
mute les coordonnées des
valeurs de T, on n’a qu'a
permuter les ouverts U; de

la méme fagon.
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lences d’homotopie, sont désignées par les notations du diagramme suivant :

X\T(a) f
! \Kﬂ ]
]ar .
X\ (Uil) —= X\ (UiW) «— X\ (Ui W)
\Kb l]b
Ty =3 X\ T(b)

Remarquons que K; oL = J;, que Ko L' = J;, que Ky o L = J et que Ky o L' = Jj.
On calcule alors :

1(Kp) o7ty (L) o 7T1(L)71 o711 (Ky) ™!

1 (Jo) o m1(Ja) ™ (

1(Kp) 0 71 (Kq) ™!
(
(

1 Kb) o 7'[1( ) o 7T1(L/)71 o ﬂl(Ku)il
1 I )O nl(]a)

|
4 3 3 A

Cela montre effectivement que le choix des ouverts (U;) est sans conséquence.

. Supposons que [a,b] est un intervalle assez petit et que ¢ appartient a l'intervalle
ouvert |a, b[. On choisit des ouverts U; comme dans le premier point. L'inclusion
suivante est alors une équivalence d’homotopie :

Jeo: (X \ U u;, t0> — (X \T(c), to).

On a alors :

T r|[c,b] oT 1"|[a,c] = (nl(]b) °m (]C)_l) o (7T1 (Je)o 7T1(]ﬂ)_1)
= m1(Jy) o m1(Ja) ™"

[a,b] -

. Définissons désormais TI' pour le chemin complet I : [0,1] — Conf, x.

Pour tout point s € (0,1), il existe un intervalle assez petit dont I'intérieur contient s.
Par compacité de l'intervalle [0, 1], cela entraine qu’on peut choisir une famille finie
d’intervalles assez petits [t;, t; 1] avec tg = 0 et ty = 1. On pose alors :

T =T rl[tN—]rtN] oT T|[tN72,tN71] o...oT F‘[fptz} oT F|[t0,t]] .

- Le fait que TTj ;) o TT|,q = TIy, lorsque [a,b] est un intervalle assez pe-
tit dont l'intérieur contient ¢ entraine que la définition de TI' ne dépend pas
du choix des intervalles [t;,t;,1]. En effet, si on a deux collections d’intervalles
([t tig1D)ieq,. N-1y et ([t ti 1])icq1,.,n7—1}, On trie 'ensemble contenant tous les
points #; et t;. On obtient ainsi une collection d’intervalles ([t{,t 1])icq1, n7—1
qui raffine les deux collections a la fois, et alors :

T rl[tN—lrtN] .oT T| to t] =T F\[t ! } ...oT F|[t6//t€/]

N// 17 N//

= Tr‘[tll\]’_l’tlz\]’] O... OTF‘[tB/tH .

83
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6. De méme, I'égalité T | o T |, g = T T, ), vraie dans le cas ot [a, D] est assez
petit, entraine 1'égalité T(T xI") = TT' o TT pour tous les chemins concaténables T
et I dans Conf, x.

7. Le fait que TT ne dépende que de la classe d’homotopie de I se montre en utilisant
des méthodes similaires. On ne donne qu’'une esquisse de la démonstration. Si H
est une homotopie entre les chemins I et I” dans Conf,, x, et si y est un lacet dans X
basé en ty, on peut déformer de maniere unique des portions « suffisamment pe-
tites » du chemin v le long de portions « suffisamment petites » de I’'homotopie H.
Par compacité du carré [0,1]?, on n’a besoin d’appliquer ce raisonnement qu’un
nombre fini de fois. On construit ainsi une homotopie entre des lacets représentant
TI(7y) et TT"(7y), ce qui entraine 'invariance par homotopie.

O

Remarque 3.2.8. Puisque TI" ne dépend que de la classe d’homotopie de I', nous uti-
lisons volontiers la notation TT lorsque I est une classe d’homotopie de chemins (ou
de lacets) dans Conf, x, et notamment si I est une tresse.

3.2.2.2. La construction de Borel. On s’intéresse a une autre définition (Définition 3.2.9)
des espaces de Hurwitz qu’on trouve dans [EVW16, Definition 2.2], et on la compare
a la définition précédente (Définition 3.2.4).

On fixe une configuration-base ¢t € Conf, x. On définit une action du groupe des
tresses B, x basé en t (Définition 2.3.10) sur le groupe fondamental 771 (X \ ¢, to) par la
formule suivante, pour I € B, x et v € 1 (X \ £, tp) :

Iy €Tr(y)

ol TT est I'isomorphisme du lemme 3.2.7. On définit également une action du groupe
des tresses B, x sur 'ensemble Hom (711 (X \ t, tp), G) par la formule:

To% goTr 1.

Sit',t" € Conf, x sont deux configurations, on désigne par [t' — t’] I’ensemble des
classes d’homotopie de chemins dans Conf,, x reliant t' ett”. En particulier, 'ensemble
[t — t] est le groupe des tresses B,, x débarrassé de sa structure de groupe. On désigne

par Conf, x le revétement universel de Conf, x (Proposition 2.2.27), qu’on voit comme
I'ensemble des couples (#,T) avec t' € Conf, x et € [t — t'], muni de la topologie

compacte-ouverte. Enfin, on définit une action de B,, x sur Conf,, x par la formule :
I.(t,T") = (¢,TxT).

(Il s’agit de l’action de B, x = 711(Conf,, x, t), libre et transitive sur les fibres, qui fait

de Conf, x un mr1(Conf, x, t)-revétement)

Définition 3.2.9. La construction de Borel des espaces de Hurwitz est 1’espace topologique
suivant, obtenu comme produit fibré :

BHurk (G, n) = Conf, x x Hom(m (X \ £ t9),G).

Bn,X

Cette construction est équivalente a celle de la sous-section 3.2.1 :

Définition:
Construction de Borel des
espaces de Hurwitz
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N

Proposition 3.2.10. L'espace BHury(G,n) est homéomorphe a lespace de Hurwitz
Hur¥ (G, n).

Démonstration. On définit une application continue F : BHurk (G, n) — Hurk (G, n)
dont on montre ensuite qu’elle est un homéomorphisme. Soit (#,T,¢) €
BHury(G,n), avec ' € Conf,x, I € [t — F] et ¢ : m(X\tt) — G. On
pose :

F(t',T,9) = (t, 9o TT 1) € Hurk(G,n).

Cette formule définit effectivement une application sur le produit fibré BHurk (G, n) =
Conf, x xp, , Hom(71(X \ £, t0), G). En effet, pour tout ® € B, x,ona:

F(t',®+T,¢) = (t,poT® 1 oTI ) = F(t,T, 9o T® ).

Puisque F induit l'identité en projection sur Conf, x, il s’agit d'un morphisme de
revétements entre les revétements BHur (G, n) et Hurk (G, ), qui ont le méme degré
|[Hom (711 (X \ £ t0), G)|- De plus, l'application F est injective. En effet, si on a une
égalité :

P(t,/rr (P) = P(tIZIFZI (PZ)

alors il vient par définition :
(¢, oTI 1) = (5, p2 0TI, 1),
en particulier, ' = t/, ; de plus, en notant ® le lacet T' x T'5 baséent:
¢r=@oTl 1oTly = poTd .
Il en découle qu’on a les égalités suivantes dans BHurk (G, n) :
(t,T2,¢2) = (L@ +T,9oTO™!) = (LT, 0 TO 1o T®) = (4T, ¢).

L’application F induit donc des injections entre les fibres, qui sont finies de méme
cardinal. On en déduit que F est bijective.

Soit p (respectivement g) le revétement BHury (G, n) — Conf, x (respectivement
Hurk (G, n) — Conf,, x). Soit t' € Conf, x une configuration, et soit N un voisinage
ouvert de ¢’ dans Conf,, x homéomorphe a R?".Ona:

p_l(N) ~ N x Hom(7T1(X\£)/ G)
_ " t"eN '
g (N) = {(t ’q))’q)eHom(ﬂl(X\t”/to)rG)}

Sous cette description, la restriction de F a p~!(N) est I'application :
(t",9) = (', o TD)

ot @ désigne 1'unique classe d’homotopie de chemins dans N reliant ¢’ et t'. L'ap-
plication ci-dessus est un homéomorphisme. Ainsi, toute configuration ' admet un
voisinage ouvert N au-dessus duquel la restriction F est ouverte, et F est donc ouverte.
Comme bijection continue et ouverte, F est un homéomorphisme. O

Proposition:

La construction de Borel
définit le méme espace de
Hurwitz
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3.2.3. Quelques espaces de Hurwitz plus spécifiques

Définition 3.2.11. L'espace de Hurwitz CHury (G, n) des G-revétements connexes est le
sous-espace suivant de Hurk (G, n), muni de la topologie de sous-espace :

. def t € Conf, x
CHur¥(G,n) = < (¢, ’ '
ury (G, n) {( ¢) | ¢:m (X \tto) — G est surjectif

Définition 3.2.12. L'espace de Hurwitz Hurx (G, n) des G-revétements non-marqués est le
quotient de Hur% (G, n) par l'action de conjugaison de Inn(G), muni de la topologie

quotient :
def ~ t € Conf, x
H G n) = <(t ~ ’
urx(G,m) {( P e Hom(nl(X\Lto),G)/Inn(G)}
On définit de méme l'espace CHurx(G,n) = CHurk(G,n)/Inn(G) des G-

revétements connexes non-marqués.

Remarque 3.2.13. L'opération de corestriction, qui associe & un morphisme ¢ : 711 (X \
t,to) — G d’image H le morphisme surjectif ¢ : 711(X \ £, t9) — H, induit un homéo-
morphisme :
Hurk(G,n) ~ | | CHurk(H,n).
HCG

En revanche, on ne peut pas remplacer les espaces de Hurwitz de G-revétements
marqués par des espaces de revétements non-marqués dans cet homéomorphisme. En
effet, 'action de conjugaison par G, par laquelle on quotiente a gauche, ne préserve
pas le groupe de monodromie H s’il est non-distingué.

3.2.4. Contraintes sur la monodromie

Un sous-ensemble c de G est invariant par conjugaison lorsqu’il s’agit d'une union de
classes de conjugaison de G. On fixe un ensemble D de sous-ensembles de G tous
invariants par conjugaison et deux a deux disjoints, ainsi qu'une application ¢ de D
dans {0,1,...}. Enfin, on pose || = Y .cp ¢(c).

Remarque 3.2.14. 1l faut voir l'application ¢ comme une liste de multiplicités qu’on
affecte aux éléments de D. Au lieu de considérer un ensemble D et une application
¢:D — {0,1,...}, on aurait pu prendre un multiensemble D d’ensembles disjoints
invariants par conjugaison. Dans ce contexte, |¢| est le cardinal de D au sens des
multiensembles.

On suppose toujours X orientée.
Définition 3.2.15. L'espace de Hurwitz Hurk (G, D, §) est 'espace topologique obtenu

en munissant le sous-ensemble suivant de Hurk (G, |¢|) de la topologie de sous-
espace :

te Conf‘é‘,x
Hurk(G,D,8) ¥ 3 (1, ¢) ¢:m(X\ttg) = G
{il@(7i) €c} ’ = Z(c) pour tout c € D

ott (7i)ie(1,...|¢|} est un bouquet quelconque associé a t.

Définition:
Espace de Hurwitz des G-
revétements connexes

Définition:
Espace de Hurwitz des G-
revétements non-marqués

Définition:

Espace de Hurwitz avec des
contraintes sur les classes
de monodromie
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Le choix du bouquet (7;) n’influence pas la définition. En effet, changer de bou-
quet ne fait que permuter et/ou conjuguer les éléments locaux de monodromie, ce
qui n’affecte pas le nombre d’entre eux qui sont dans un ensemble ¢ € D car c est
invariant par conjugaison.

Si D est un ensemble de classes de conjugaison de G, alors les G-revétements
marqués ramifiés appartenant & Hurk (G, D, ) sont exactement ceux dont le (G, G)-
multidiscriminant évalué en une classe de conjugaison 7y de G vaut () si v € D
et 0 sinon. De facon analogue, on définit des espaces de Hurwitz CHur (G, D, ¢),
Hurx (G, D, ) et CHurx(G, D, ¢) classifiant les G-revétements connexes et/ou non-
marqués dont le multidiscriminant est contraint de la méme facon.

Remarque 3.2.16. Supposons X non-orientable. Si 1’on essaie de répliquer la définition
des bouquets et ce qui en découle, il s’avere impossible de faire une distinction entre la
classe d’homotopie du lacet T; et celle de Tlfl dans la preuve de la proposition 2.3.23.
Dans le cas non-orientable, on doit donc supposer que les éléments de D ne sont pas
simplement des sous-ensembles invariants par conjugaison, mais des sous-ensembles
de G invariants a la fois par conjugaison et par inversion (par exemple, 'ensemble des
éléments de G ayant un ordre donné). Sous cette hypothese, on peut définir 'espace
Hurk (G, D, {) comme précédemment, sans hypothese d’orientabilité.

Remarque 3.2.17. L'espace de Hurwitz Hurk(G,n) pris tout entier est un cas par-
ticulier de la construction de la définition 3.2.15. En effet, en prenant pour D le
singleton {G} et en notant n l'application qui envoie G sur n, on a Hurk(G,n) =
Hur% (G, {G}, n). Par conséquent, nous concentrons notre attention sur les espaces de
Hurwitz Hurk (G, D, {), qui sont le cas le plus général. Les énoncés valent automati-
quement pour Hurk (G, n).

3.2.5. Fonctorialité des espaces de Hurwitz

Dans cette sous-section, on examine la fonctorialité des espaces de Hurwitz. Pour
cela, on définit la catégorie suivante :

Définition 3.2.18. La catégorie ConjInv (pour « Conjugation Invariant ») est définie
de la fagon suivante :

— Les objets de ConjInv sont les triplets (H,D,{) ot H est un groupe, D est un
ensemble de sous-ensembles de H invariants par conjugaison et deux a deux dis-
joints, et ¢ est une application de D dans {0,1,...}.

— Les morphismes entre deux objets (H, D, ¢) et (H’,D’,¢&’) sont les couples (f, f+)
ou f est un morphisme de groupes H — H’ et f, est une application D — D’
satisfaisant :

- Pour tout c € D et g € ¢, I'élément f(g) se trouve dans le sous-ensemble f,(c).

— Pourtoutc’ € D/,ona:

Remarque:
Classes de monodromie
dans le cas non-orientable
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Fait 3.2.19. Soit (f, f«) : (H,D,¢) — (H',D’,&') un morphisme dans ConjInv. Alors
f donne lieu a une application continue :

Hury(H,D,&) — Hurk(H,D,¢&)
(Lgo) — (trfo (P)

En d’autres termes, Hur, est un foncteur de ConjInv dans Top. Par ailleurs :

Hurk (f, f+) : {

— Si le morphisme f est injectif, I’application Hury (f, f«) est également injective. En
particulier, si H est un sous-groupe de H’ et que f est l'inclusion H — H’, on voit
Hurk (H, D, {) comme un sous-espace de Hury (H’, D’, &’) (voir la remarque 3.2.13).

— Sile morphisme f est surjectif, il induit une application continue : CHur (H, D, {) —

CHury(H’, D’,¢") car une composition de surjections est surjective.

3.2.6. Sous-groupes D-engendrés

Soit D un ensemble de sous-ensembles disjoints de G invariants par conjugaison,
et { une application D — {1,2,...}. Dans cette sous-section, on donne un critere
permettant de déterminer si un sous-groupe de G est le groupe de monodromie d"un
G-revétement se trouvant dans Hury (G, D, n¢) pour un entier n € IN.

Définition 3.2.20. Un sous-groupe H de G est D-engendré s'il est trivial ou si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

— Le sous-groupe H est engendré par un sous-ensemble de |J.cp c¢. De maniere équi-

H:<U(mH)>.
ceD

— Le sous-groupe H a une intersection non-vide avec chacun des ensembles c € D :

valente :

Ycee D, cNH # 2.

On note Subg p 'ensemble des sous-groupes D-engendrés de G. La notation Subg p
est adaptée de [ETW17, Subsection 6.5], méme si notre définition est un peu différente.

Fait 3.2.21. On fait les observations suivantes :
— Tout sous-groupe de G est {G }-engendré.

— Si H, H’ sont des sous-groupes D-engendrés, alors le sous-groupe (H, H') est D-
engendré.

— Siun H C G a une intersection non-vide avec chacun des ensembles ¢ € D, alors
((cMH)cep) est le plus gros sous-groupe D-engendré inclus dans H.

Proposition 3.2.22. Si X = A!(C) ou X = PY(C), alors un sous-groupe H de G est
D-engendré si et seulement s'il est groupe de monodromie d’un revétement se trouvant dans
Hur (G, D, n¢) pour un entier n > 0.

Démonstration. Dans le cas ou H est le sous-groupe trivial, le revétement trivial
convient. Montrons qu'un groupe non-trivial est D-engendré si et seulement s'il est
le groupe d'un revétement dans Hurk (G, D, n¢) pour un entier n > 1:

Fait:
Fonctorialité de Hur*

Définition:
Sous-groupe D-engendré

Proposition:

Les groupes D-engendrés
sont exactement les
groupes de monodromie
des  revétements  dans
Hur% (G, D, ng)

[Seg22, Proposition 2.10]
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(<) Supposons que H soit le groupe de monodromie d'un revétement se trouvant dans
Hur% (G, D, ng) avec n > 1, et soit g la description des cycles de branchement de ce

revétement pour un bouquet arbitraire. Alors H = < g> est effectivement engendré
par des éléments de J.cp ¢, et pour tout c € D, 'ensemble H N ¢ est bien non-vide
puisque le uplet g contient ni(c) > 1 éléments qui sont dans ¢. On a montré que
H était D—engend;é.

(=) Soit H un sous-groupe D-engendré non-trivial de G. Pour chaque ¢ € D, fixons
un élément g, € HNc. Soit M = max.cp |H Nc|. Pour chaque ¢ € D, fixons une
énumération h(c)y, ..., h(c) pnc| des éléments de H N ¢, et complétons-la au besoin
avec des copies de 'élément g, de sorte que h(c) soit un M-uplet d’éléments de ¢

contenant chaque élément de H Nc.

On considere alors la concaténation suivante, effectuée dans un ordre arbitraire :

g= H h(c)eXP(G)G(C)_

ceD

Le uplet g vérifie tg = 1. De plus, < g> = H puisque par hypothese H est engendré
par les ensembles H N c. Le G-revétement marqué associé au uplet g a donc bien H
pour groupe de monodromie, et appartient 8 Hurk (G, D, Mexp(G) ¢). O

3.3. COMPOSANTES CONNEXES DES ESPACES DE HURWITZ

Le but de cette section est de donner une description combinatoire des composantes
connexes des espaces de Hurwitz dans les cas oli X est la droite affine complexe
A'(C) ou la droite projective complexe IP'(C). Pour cela, nous définissons 1’action
du groupe des tresses sur les n-uplets d’éléments de G et étudions les propriétés de
cette action.

3.3.1. Action du groupe des tresses sur les G-revétements

Soit ¢, ¢' : 11 (X \ t,t9) — G les morphismes de monodromie de deux G-revétements
marqués, ramifiés en une méme configuration ¢ € Conf, x. Ces deux G-revétements
sont reliés par un chemin dans l'espace de Hurwitz Hury (G, n) si et seulement s’il
existe un lacet ® € 711 (Conf, x, ) tel que (¢, ¢)[®] = (£, ¢'). Si @ € m1(Conf, x, t) est
une tresse, le chemin suivant :

uel01] — (qD(“)/q’OT@[B}u])

est le relevement de ® dans Hurk (G, n) qui débute en (¢, ¢). On a donc (¢, ¢)[®] =
(t, 9 o T®~1) pour toute tresse ®. Ainsi (£, @) et (£, ¢') sont dans la méme composante
connexe de l'espace de Hurwitz si et seulement s’il existe une tresse & € B, x (basée
en f) telle que :

poTd ! = ¢

On suppose désormais que X = A!(C) ou X = IP'(C). Fixons un bouquet topo-
logique (7;);c {1,.,n} associé a la configuration {. En vertu du théoréme 2.4.12, nous
savons que les éléments de Hur (G, n) ramifiés en t € Conf, x peuvent étre décrits
de maniére combinatoire, comme des n-uplets d’éléments de G. Il ne reste plus, pour
obtenir une description combinatoire des composantes connexes de Hurk (G, n), qu’a
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comprendre ce que devient I'action du groupe des tresses B, x sur les G-revétements
ramifiés en t quand on les voit comme des n-uplets d’éléments de G.

La proposition 2.4.8 donne une présentation du groupe des tresses B, x par géné-
rateurs et relations. Il suffit donc de décrire 1’action des générateurs de ce groupe sur
les n-uplets d’éléments de G.

Réglons d’abord le cas du générateur additionnel z; qu’on obtient lorsque X =
Al (C). Celui-ci n’affecte bien stir pas les lacets 7, ..., v, du bouquet, et il déforme
le lacet y; de la facon suivante :

Comme on le constate, cette action est triviale : le fait qu'un point de branchement
tourne autour de ¢y ne change rien aux classes d’homotopie des lacets qui définissent
les bouquets puisqu’on les regarde dans X \ t, qui contient #y. Cela « compense »
les artefacts causés par notre choix d’exclure ¢y dans la définition des espaces de
configuration (la remarque 2.3.11 est donc, en fin de compte, secondaire).

Puisque l'action du générateur additionnel z; de B, p1(¢) sur les bouquets est tri-
viale, on peut se concentrer dans tous les cas — pour A'(C) comme pour P'(C) -,
sur l'action du groupe des tresses d’Artin By, et plus particulierement des tresses
élémentaires ¢; qui I'engendrent. Considérons la tresse élémentaire o; :

On suit la déformation du bouquet au fur et a mesure du tressage des points de
branchement selon o; :

Figure 3.3.1.

L'action du générateur
z; sur 71. La figure
illustre le calcul de

T(z1)(71)-

Figure 3.3.2.
La i-ieme tresse élémen-
taire.
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Figure 3.3.3.
Déformation d’un bou-
quet selon la i-ieme
tresse élémentaire.

On obtient de cette fagon un nouveau bouquet (')/]’) je{l,...n) qui vérifie :

I

7; = Toi(ry)

ott p = 1~ ! est la transposition (i,i + 1). Pour j ¢ {i,i + 1} on a naturellement :

7 ="

et, comme illustré par le dessin ci-dessus, on a aussi I'égalité 7}, ; = ;1. De plus,

sur ce méme dessin, on voit que les lacets ;7,41 et v}, ;; sont tous deux homotopes

au lacet suivant :

Figure 3.3.4.

Un lacet homotope a la
fois & y;y;.1 et 'y;H'yl’-.

Ces homotopies induisent 1’égalité suivante dans le groupe fondamental :

7= (V) (i) = Vv (Vi) T = ()

On tire de ces observations la conséquence suivante :

Proposition 3.3.5. Soit ¢ un morphisme de groupes 71 (X \ t,to) — G. Notons g la descrip- g‘;;g?;;:;znt;l e Vaction du
tion des cycles de branchement du G-revétement marqué (t, ) pour le bouquet <y ; il s’agit groupe des tresses sur les
d’un n-uplet d’éléments de G : G-revétements marqués en
termes de leur description

g= BCDl(t, ¢) =(81,---,87) € G". des cycles de branchement

Soit un entieri € {1,...,n—1} et soit (t, ¢') € PHurk (G, n) I'élément de PHur (G, n)
obtenu en laissant la i-ieme tresse élémentaire o; € By, x agir sur le G-revétement marqué
(t, @), c'est-a-dire :

(L¢") = (Lg)loi] = (LgoTa ).
Alors la description des cycles de branchement du G-revétement marqué (t, ¢") pour le bou-
quet 7y est :
BCDy (L ¢') = (81, -+, 8i-1,8511,8ir&iv2r-- 1 §n)-

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que :
¢'(7}) = ¢'(Toi(vy1(j))
— (9o T ) (Toi(v,1(3)))
= ‘P('sz*l(j))
= 8y1G)

Maintenant, distinguons les différents cas :
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— Sijn’estégalniainiai+1,alors:
¢'(7) = 9' (7)) = g
— Sij=i+1,alors:
¢ (vis1) = ¢'(7isa) = &

— Enfin, considérons le cas j =i :

¢ (1) =¢' ((2)")
=0/ (100) 9 (1) o/ () )
= gi8i+18f1
= (8i+1)gi-

Ceci conclut la preuve. O

Proposition 3.3.6. La formule suivante induit une action du groupe des tresses d’Artin B,
sur les n-uplets d'éléments de G :

0i-(81,++-,8n) = (glr--~/8i—1,(gi+1)gifgizgi+2f---r8n)-

La preuve de la proposition 3.3.6 consiste a vérifier que cette définition est compa-
tible avec les relations qui définissent le groupe des tresses d’Artin (Définition 2.4.1).
On désigne par ~ la relation d’équivalence entre uplets de méme taille 1 (sans préci-
ser la taille) correspondant aux orbites sous 'action de B, de la proposition 3.3.6.

3.3.2. Description combinatoire des composantes des espaces de Hurwitz

De la sous-section 3.3.1, et notamment de la proposition 3.3.5, on déduit que deux
G-revétements marqués ramifiés en t € Conf, x sont reliés par un chemin dans
Hurk (G, n) si et seulement si leurs descriptions des cycles de branchement pour un
méme bouquet y sont dans une méme orbite pour I’action du groupe des tresses d’Ar-
tin B,, de la proposition 3.3.6. Puisque Conf, x est connexe (voir la proposition 2.3.5),
toute composante connexe de Hur (G, n) contient un G-revétement de la forme (¢, ¢).
On en déduit le résultat suivant :

Théoreme 3.3.7. Les composantes connexes de Hur (G, n) admettent la description combi-
natoire suivante :

(i) Les composantes connexes de l'espace de Hurwitz Hur),, ©) (G, n) sont en bijection avec
les orbites des n-uplets de G sous 'action du groupe des tresses d’Artin By,.

(ii) Les composantes connexes de I'espace de Hurwitz Hur%l(c)(G,n) sont en bijection avec
les orbites des n-uplets g € G" dont le produit 7tg vaut 1 sous l'action du groupe des
tresses d’Artin B,,.

Proposition 3.3.8. Soit un n-uplet g € G". Les objets suivants, associés a g, sont invariants
sous 'action des tresses :

(i) La taille ‘g' = n du n-uplet.

Proposition:
Action du  groupe des
tresses sur les n-uplets

Théoreme:
Description  combinatoire
des composantes connexes
de lespace de Hurwitz
Hur% (G, n)

Proposition:
Invariants principaux
(taille, produit, groupe,

multidiscriminant)  sous
I'action des tresses
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(ii) Le produit 71g = 182 - .- gn du n-uplet.

(iii) Le groupe H = <g> = (81,82, -,8n) du n-uplet.

(iv) Le (H', c)-multidiscriminant du uplet, pour tout sous-groupe H' de G contenant H et tout
sous-ensemble ¢ de H', invariant par conjugaison et contenant les g;.

De plus, toute permutation des classes de conjugaison de H' figurant parmi les éléments de
g est réalisable par une tresse.

Démonstration. L'invariance de la taille va de soi. L'invariance du produit découle de

Si8it1 = (gﬂl) Si-

De méme, l'invariance du groupe engendré résulte de :

(8i/8it1) = <gﬁ1,gi> .

I'observation suivante :

Au niveau des classes de conjugaison de H’, remplacer (g;,gi+1) par (glgj_l, gi) a
pour seul effet de permuter deux classes de conjugaison adjacentes, ce qui est sans
effet sur le (H’, ¢)-multidiscriminant. Puisque les transpositions de classes adjacentes
sont réalisables et que les transpositions de la forme (i,i + 1) engendrent &,, toute
permutation des classes de conjugaison est réalisable par une tresse. O

La proposition 3.3.8 a pour conséquence que la taille, le produit, le groupe de
monodromie et le H-multidiscriminant d’une composante connexe des espaces de
Hurwitz Hur (G, n) sont des notions bien définies. On étend 1'utilisation des sym-
boles |x|, t(x), (x) et up(x) lorsque x est une B,-orbite de n-uplets d’éléments de
G, ou une composante d'un espace de Hurwitz de G-revétements marqués.

Remarque 3.3.9. On donne quelques variantes du théoréme 3.3.7 pour d’autres espaces
de Hurwitz :

— Les composantes connexes de PHur (G, n) sont en bijection avec les orbites des
n-uplets de G (de produit 1 dans le cas X = IP'(C)) sous I'action du groupe des
tresses pures d’Artin PB,,.

— Les composantes connexes de CHury (G, n) sont en bijection avec les orbites des
n-uplets de G (de produit 1 dans le cas X = IP!(C)) qui engendrent G, sous I'action
du groupe des tresses d”Artin By,.

— Les composantes connexes de Hurx (G, n) sont en bijection avec les orbites des n-
uplets de G (de produit 1 dans le cas X = IP!(C)) sous I'action du produit direct
G x B, définie de la facon suivante :

(8,0).g =0.(8°%) = (0.8)°.

Autrement dit, ce sont des n-uplets d’éléments de G considérés a la fois modulo
I'action des tresses et modulo I’action de conjugaison de G (ces deux actions com-
mutent entre elles).

— Les composantes connexes de Hury (G, D, {) sont en bijection avec les orbites des
n-uplets de G (de produit 1 dans le cas X = P!(C)) contenant &(c) éléments de
chaque sous-ensemble ¢ € D, sous l'action du groupe des tresses pures d’Artin
PB,.
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Dans le cas des composantes connexes de Hurx (G, 1), le produit et le groupe de
monodromie ne sont définis qu’a conjugaison pres ; parmi les multidiscriminants,
seul le G-multidiscriminant est toujours bien défini.

Remarque 3.3.10. L’action du groupe des tresses sur les bouquets est transitive
(voir [DEo6]). Ainsi, alors que la description des cycles de branchement g d'un
G-revétement marqué dépend du choix d'un bouquet, l'orbite du uplet § sous
I'action du groupe des tresses (qui représente une composante connexe d’un;:space
de Hurwitz) est la méme quel que soit le bouquet. Cela entraine qu’il existe une
bijection canonique entre les B,-orbites de n-uplets d’éléments de G (de produit 1 dans
le cas X = IP1(C)) et les composantes connexes de 1’espace de Hurwitz Hurk (G, n).

3.3.3. Quelques propriétés de ’action du groupe des tresses

Nous énoncons et démontrons ici quelques propriétés de l'action du groupe des
tresses d’Artin B;, sur les n-uplets d’éléments de G, et de la relation d’équivalence ~
qui correspond a ses orbites (voir la proposition 3.3.6). Ces propriétés seront fréquem-
ment utiles tout au long de ce travail.

ore . . i ) . Proposition:
Proposition 3.3.11. La relation d’équivalence ~ vérifie les propriétés suivantes : Propriétés de I'action du

groupe des tresses sur les

(i) Sig ~g,etg ~ gl alors: uplets

/ /
8181~ 88y
Ainsi, la concaténation des uplets est compatible avec la relation d’équivalence ~.

(it) Soit deux uplets g et ¢’ d’éléments de G. On a les équivalences suivantes :

g 1

8~ (8) g~gs™

(iii) Soit deux uplets S g’ d’éléments de G. Si ng = 1, alors :

88’ ~g's

On peut donc déplacer librement, en utilisant des tresses, les sous-uplets de produit 1.

(iv) Soit g un uplet d'éléments de G satisfaisant g = 1. Alors :

(81,82, ---,8n) ~ (2,83, ---,8n,81)-

On peut permuter circulairement les éléments d'un uplet de produit 1 en utilisant des
tresses.

(v) Soit g un uplet d’éléments de G satisfaisant 71g =1, et soit h un élément de <g> Alors :

g~g"

On peut conjuguer les uplets de produit 1 par des éléments de leur groupe en utilisant des
tresses.

(vi) Soit trois uplets g, S’,g” d’éléments de G avec 7'(5’ = 1. Soit H| = <g, g”> et Hy = <§’>.
Alors, pour tout <y qui se trouve soit dans Hy soit dans Hp, on a :

g/g// ~ g(gl)'ygl/.
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La proposition 3.3.11 (iv) est démontrée dans [Cau12, Lemme 2.8, p.564], et la
proposition 3.3.11 (vi) dans [Cau12, Lemme 2.11, p.567].

Démonstration.

(i) Soit n = ‘gl‘ = ‘52’ et ' = )3” = 5’2‘ Soit 0,1y 0y(n;) € By une tresse

envoyant g, surg, et op1) Op(N,) € B,y une tresse envoyant g’l sur g’z. Alors la
tresse suivante envoie g g’ sur g, g :

(‘Tb(l)-i-n " '%(Nz)+n) (%(1) o '%(Nl)) .
(ii) La premiere équivalence découle du calcul suivant :

S5/ = (51 5
~ (gll e ,gn—lr (gi)gnl (glz)gn, sy (g:l,)gn,gn)
~ (81 s 8n—2, (81)87 18, (85)8718n, ., ()8 18", @1, 8n)

< (), ()RS, ()98 g g,)
g
(&) s

La seconde équivalence découle de la premiere de la fagon suivante :

e/ -1 o)1 (ng") o) (o)1
g/g(g) N<g(g) ) g’:g( 9)(mg’) g =gg.

(iii) Découle directement du point (ii).

(iv) Puisque g1¢2...8n = 1, nous avons ¢2¢3...8n = & L. Ainsi :

-1
(glngI"-/gl’l) ~ <82/g3/---/gn/gggzgamgn) )

- (82183/ . '/gi’l/g(%l)
= (82,83, 8n,81)-

(v) Puisque les éléments g; engendrent H et que H3i = H, il suffit de montrer le
résultat lorsque h est un des générateurs g;. On a :

§=1(81, -/ &i-1,8ir&i+1r--8n) ~ (§1r- -/ &1, 851/ & - -, &1 81)-

Puisque le uplet est de produit 1, on applique le point (iv) pour le permuter circu-

lairement :

g ~ ( ilgl/ .. /glfllglgj,llg;oZ,Z/ . '/gﬁi)
~ (g‘%’i/ cee /g(lgilrgl/glgill glgj’,zr e /gii)
= (g‘(f",...,glgil,g‘f",gﬁl,gﬁz,...,gﬁf)
— ggi.

Ceci conclut la preuve.
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(vi) Siy est dans Hj, cela suit directement des points (i) et (v). On traite donc le cas
v € Hj. Il suffit de traiter le cas des générateurs g; et g/. Les deux cas étant
identiques, on fait le calcul dans le cas v = g; :

78/5// = (gl/- . -/gi—llgi/gi—l—l/' . 'gnrglrgll)
~ (gl/ .. '/gi—llgirglrgi-l—l/ .. -/gnzgll)
~ (gl/ .. -/gi—lr (gl)gi/gi/gi-‘rl/ oo /gt’l/g”>

~ (81, 8i-1,8ir i1, 8, (8)5,8")

On a utilisé le fait que n(¢') = « ((5’ )gi) = 1 pour déplacer ces sous-uplets

librement, en vertu du point (iii). O

Remarque 3.3.12. Le proposition 3.3.11 (v) a la conséquence suivante : lorsqu’on re-
garde des composantes de G-revétements connexes, la distinction entre composantes
de G-revétements marqués et G-revétements non-marqués est inutile. En effet, I’action
de conjugaison de Inn(G) est déja « comprise » dans l'action des tresses sur les com-
posantes de groupe G : deux marquages différents d’'un méme G-revétement connexe
sont toujours dans la méme composante connexe de Hur (G, n).

3.4. MONOIDES ET ANNEAUX DES COMPOSANTES

3.4.1. Le monoide des composantes

Il résulte de la proposition 3.3.11 (i) que 'opération de recollement définie dans la
sous-section 2.4.2 induit une opération au niveau des composantes des espaces de
Hurwitz : on peut donc « recoller » une composante connexe de Hury (G, 1) et une
composante connexe de Hurk (G, n’) afin d’obtenir une composante de Hur (G, n +
n') lorsque X = A'(C) ou X = P!(C). Cela permet de définir une structure de
monoide gradué sur 'ensemble gradué suivant :

| | moHury (G, n).
n>0

On en donne plutot une définition combinatoire :

Définition:
Définition 3.4.1. Le monoide des composantes Comp Al(c)(G) est le monoide gradué Monoide des composantes
dont les éléments de degré n sont les Bj,-orbites de n-uplets d’éléments de G, et dont de G-revétements (mar-
la loi de composition est induite par la concaténation. qués, ramifiés) de A'(C)

L’élément neutre de ce monoide est 'orbite du O-uplet, qui correspond a la com-
posante du revétement trivial (non-ramifié) |G| x Al(C) — A(C).

D’apres le théoréme 3.3.7 (i), les éléments de degré n de Comp 51 (¢)(G) sont en
bijection avec les composantes connexes de Hur}v(c) (G, n). Pour cette raison, nous
appellerons ces éléments des composantes.

Remarque 3.4.2. On donne une présentation différente de Comp p; (C)(G) : il s’agit
du monoide engendré par les 1-uplets (g) pour chaque élément ¢ € G, soumis aux
relations correspondant aux tresses élémentaires :

(8)(h) = (h¥)(g) pour tous g,h € G.
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Remarque 3.4.3. Le degré d'une composante est son degré comme élément du mo-
noide gradué des composantes. Dans le cas de Comp p1 ¢ (G), il s’agit du nombre de
points de branchement des G-revétements que la composante contient, c’est-a-dire la
taille des uplets la représentant. C’est aussi sa dimension complexe (ou la moitié de
la dimension réelle) puisque Hury (G, n) est un revétement fini de 'espace de confi-
gurations Conf, p1(c) (voir la remarque 3.2.6). On n’utilisera jamais le mot « degré »
pour parler du degré des revétements contenus dans la composante (qui est toujours
|G|) ou du degré de la composante vue comme sous-variété.

D’apres la proposition 3.3.8 (ii), le produit 77(x) d'un élément x € Comp p1(¢)(G)
est un élément de G bien défini. Puisqu’on a de plus I'égalité 71(g¢’) = (mg)(mg’), le
produit définit un morphisme de monoides : B -

T CompAl(C)(G) - G.

Définition 3.4.4. Le monoide des composantes Comppi ¢)(G) est le noyau du mor-
phisme 7t. C’est le sous-monoide gradué de Comp Al(C)(G) dont les éléments de
degré n sont les B,-orbites de n-uplets g € G" satisfaisant rg = 1, avec le produit
induit par la concaténation. N B

Le théoréme 3.3.7 (i) entraine que les éléments de degré n de Compp ¢, (G) sont
en bijection avec les composantes connexes de 1’'espace de Hurwitz Hurl’lk,1 ©) (G,n), ce
qui justifie la notation.

Remarque 3.4.5. On ne peut pas définir de la méme maniére un monoide des compo-
santes de G-revétements non-marqués. Il manque en effet un équivalent de la propo-
sition 3.3.11 (i) pour l’action de conjugaison par G. Donnons un exemple : si G = &3,
alors les uplets ¢ = ((12),(12)) et ¢ = ((13),(13)) sont conjugués par I'élément
(23) € G et représentent donc la méme composante de Hurp: ¢ (&3,2), mais les
concaténations gg’ = ((12),(12),(13),(13)) et g'¢’ = ((13),(13),(13),(13)) ne sont
pas équivalentesTJuisque leurs groupes ne sont Eag identiques. Un ersatz est introduit
dans la sous-section 3.4.5 : on y définit un anneau des composantes de G-revétements
non-marqués.

De la proposition 3.3.11 (iii), on déduit directement la proposition suivante :

Proposition 3.4.6. Le monoide des composantes Compyp: ©) (G) est un sous-monoide central
de Comp a1 () (G). En particulier, c’est un monoide commutatif.

Remarque 3.4.7. En termes de G-revétements (et non de composantes d’espaces de
Hurwitz), la proposition 3.4.6 est un résultat de commutativité a homotopie prés (pour
I'opération de recollement), ot1 les homotopies sont les chemins dans les espaces de
Hurwitz. Voir les choses de cette maniere au lieu de quotienter par 'action des tresses
permet d’étudier '’homologie supérieure des espaces de Hurwitz3. Une forme plus
concrete de cette remarque est 1'utilisation des quantum shuffle algebras dans l'article
[ETW17].

Fait 3.4.8. Les monoides des composantes Compy(G) ne sont en général pas sim-
plifiables. Donnons un exemple. On prend G = &3 et on consideére les deux uplets
¢ = ((12),(12)) et ¢ = ((13),(13)). Ils ne sont pas équivalents sous l'action des
tresses puisque leurs groupes sont différents. On pose ¢” = ((23),(23)). En appli-
quant la proposition 3.3.11 (vi), on obtient : N

(23)

Sgll ~g g// _ g/ SH'

Définition:

Monoide des composantes
de G-revétements (mar-
qués, ramifiés) de P1(C)

Proposition:
Commutativité de
Compyp: ) (G)
Remarque:

Pour les G-revétements de
P1(C), I'opération de re-
collement est commutative
a homotopie pres

3 En 2007, Ellenberg utilisait
I'expression « moralement
incorrect » (morally wrong)
pour désigner cette opéra-
tion de quotientage, dans
son article de blog Fox-
Neuwirth-Fuks cells, quantum

shuffle algebras, and Malle’s
conjecture for function fields.
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Le monoide des composantes Compp: ¢ (63) n'est donc pas simplifiable. Cepen-
dant, on verra une forme faible de simplifiabilité dans le théoreme 3.4.38 : lorsque les
classes de conjugaison qui apparaissent dans les uplets y apparaissent assez souvent,
le monoide des composantes se comporte « comme un groupe ».

Soit H un sous-groupe de G et c un sous-ensemble de H invariant par conjugaison.
On note D* I’ensemble des classes de conjugaison de H contenues dans c.

Définition 3.4.9. On définit les sous-monoides suivants de Comp 1 ©) (G):

— Comp 1) (H,c) est le sous-monoide de Comp Al(C)(G) constitué des B,-orbites
de uplets d’éléments de c.4

— Compp: (¢ (H, c) est l'intersection de Comp p1(cy(H, ¢) et de Compp ) (G).

Il découle de la proposition 3.3.8 (iv) que le (H,c)-multidiscriminant des
uplets, au sens de la définition 1.4.6, induit un morphisme de monoides, pour
X € {AY(C),PY(C)} :

Hp,c : Compy (H,c) — A (3-4.1)

On donne encore une autre variante de la définition du monoide des composantes,
qui généralise les définitions précédentes. Soit D un ensemble de sous-ensembles
de G deux a deux disjoints et invariants par conjugaison, et soit ¢ une application
D — {1,2,...}. Onnote |¢| = ¥\ep &(7)-

Définition 3.4.10. Le monoide des composantes Comp a1 ¢ (G, D, ) est le monoide gra-
dué dont les éléments de degré n sont les B, ¢ -orbites de 1 |¢|-uplets d’éléments de G
tels que ng(vy) de ces éléments appartiennent a « pour chaque 7y € D, et dont la mul-
tiplication provient de la concaténation. En tant qu’ensemble, Comp 51 (¢ (G,D,¢) est
donc :

| {81 8uie) |14 € {1 n 21} | 85 € 73| = né(y) pour tout y € D} /i

alél
n>0 4]

Le monoide des composantes Comp]Pl(C)(G, D,¢) est défini de la méme fagon en ne
considérant que les uplets dont le produit vaut 1.

Les éléments de degré n de Compy(G,D,{) sont en bijection avec les compo-
santes connexes de Hur¥ (G, D,ng). On insiste sur le fait que le degré d'un élé-
ment de Compy (G, D, ¢) ne correspond au nombre de points de branchement des
G-revétements de la composante correspondante qu’a un facteur || pres.

On retrouve les constructions précédentes comme cas particuliers. En effet, pour
X = AY(C) ou X =P(C):

— Compy (G) correspond au cas D = {G}, &(G) = 1.
— Compy (H,c) correspond au cas D = {c}, {(c) = 1.

Remarque 3.4.11. Dans l'esprit de la sous-section 3.2.5, on remarque que Comp AL(C)
et Compp ) définissent des foncteurs de la catégorie ConjInv dans la catégorie des
monoides (commutatifs dans le second cas).

3.4.2. L'anneau des composantes

On fixe un corps k de caractéristique premiere a 1’ordre |G| du groupe G. On définit
désormais I'anneau des composantes, introduit par Ellenberg, Venkatesh et Wester-
land dans [EVW16] :

Définition:
Monoide des composantes i
monodromie dans c

4Cela est bien défini car
les tresses élémentaires ne
font que permuter les élé-
ments du uplet et les conju-
guer par des éléments de H,
ce qui conserve la propriété
d’appartenir ou non a c.

Définition:

Monoides des composantes
avec contraintes sur les
classes de monodromie

Remarque:
Fonctorialité du monoide
des composantes
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Définition 3.4.12. L'anneau des composantes Rp1c)(G) est la k-algébre graduée du
monoide Comp Al(C)(G) :

def
RAl(C)(G) = k[compAl(C)(G)]-

Comme k-espace vectoriel gradué, il s’agit donc de :

P Ho (Hur),, (© (G,n),k)

n>0

dont les éléments sont des sommes formelles (a coefficients dans k) de composantes
connexes d’espaces de Hurwitz de G-revétements marqués ramifiés de A'(C). La
multiplication est induite par 1'opération de recollement. On définit de méme les
anneaux de composantes Rpi(c)(G), Ra1(c)(H,¢), Rpic)(H,¢), Ra1(c)(G,D,¢) et
Rpi(c) (G,D, ), comme étant les k-algebres des monoides gradués correspondants.

Tous les anneaux des composantes de la forme Rpi(c)(---) sont des k-algebres
commutatives, par la proposition 3.4.6. Cela rend possible de considérer leur spectre

du point de vue de la géométrie algébrique, ce qu’on fait dans le chapitre 5.

Fait 3.4.13. La encore, Rp1c) et Rpic) définissent des foncteurs de la catégorie
ConjInv (voir la sous-section 3.2.5) dans la catégorie des k-algebres (commutatives
dans le second cas).

3.4.3. Les monoides et anneaux des composantes sont finiment engendrés
On introduit la notion de composante non-factorisable :

Définition 3.4.14. Une composante non-triviale x € Compy(G,D,{) est non-
factorisable elle n'est pas égale au produit de deux éléments non-triviaux de
Compy (G, D, ¢).

La notion définie dans la définition 3.4.14 coincide avec la notion usuelle d’élément
irréductible d’'un monoide, mais nous évitons le terme ambigu « composante irré-
ductible ». Une récurrence immédiate sur le degré des éléments de Compy (G, D, )
montre le fait suivant :

Lemme 3.4.15. Tout élément de Compy(G,D,{) est produit de composantes non-
factorisables.

Remarque 3.4.16. Si ¢ est un sous-ensemble de G invariant par conjugaison et ¢ € ¢,
I'élément de Compp: () (G, c) représenté par le uplet (g, ..., g) est non-factorisable.
N———
ord(g)
En effet, I'action des tresses sur ce uplet est triviale. Il suffit alors d’observer qu’aucun
(g,...,8) n'est de produit 1 pour 1 < k < ord(g). En particulier, il y a toujours au
N———

k
moins |c

€léments non-factorisables de Compp: ¢ (G,c). De plus, il y a équivalence
entre les deux faits suivants :

— Toutes les composantes non-factorisables de Compp: ¢ (G, c) ont méme degré.

— Tous les éléments de ¢ ont méme ordre, qu’on note ord(c), et Compyp: ©) (G, c) est
engendré par les composantes de degré ord(c).

Définition:
Anneau des composantes

Fait:
Fonctorialité de !'anneau
des composantes

Définition:
Composante non-
factorisable

Lemme:

Les  composantes  non-
factorisables engendrent le
monoide des composantes

Remarque:
Exemples de composantes
non-factorisables

5La composante correspon-
dante est un revétement de
degré 1 de Conf, p1(c) —elle
est donc homéomorphe a
Conf,, p1(¢)-
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Quand X = A!(C), les composantes non-factorisables de Comp a1(0)(G/D,g) se
décrivent simplement : ce sont les éléments de degré 1, dont le nombre est majoré

par :
H |,),|§(“Y)_
yeD

En particulier, ces composantes sont en nombre fini. Dans le cas X = P!(C), un
résultat analogue est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.4.17. Les composantes non-factorisables de Compp ) (G, D, {) sont en nombre

fini.

Démonstration. On désigne par cy,...,c, les éléments de D, qui sont des sous-
ensembles de G invariants par conjugaison et deux a deux disjoints.

Soit g un uplet représentant un élément de degré n de CompPl(C)(G, D,¢). En
utilisant des tresses pour permuter les classes de conjugaison, on se ramene a la
situation ou1 g est la concaténation de 1 « blocs » de la forme :

<gl,1 JARINY gg(cl),l AR gl,l’l ceey gg(cy),r)

ou g;; € c;j. Bien sir, ces blocs n’ont aucune raison d’étre de produit 1 : on vient de
décomposer g comme un produit d’éléments de degré 1 de Comp p1 ¢ (G,D,Q).

Soit A l'entier [T/, |ci|§(ci), qui majore le nombre de blocs de la forme ci-dessus.
Supposons 1 > exp(G)A. D’apres le principe des tiroirs, l'un des blocs h apparaissant
dans g apparait au moins exp(G) + 1 fois. En utilisant des tresses pour déplacer ces
copieg de h une a une vers la gauche du uplet, on montre que g est équivalent a un

hexp(G) (hg/) ]

Le uplet hP(C) est de produit (7h)*P(G) = 1 et de degré exp(G) > 0. Le uplet
hg' estde degré > 1, et il est aussi de produit 1 puisque :

T (hg/) _ (n.g) (nhexp(G))—l _1

uplet de la forme :

Ainsi, I'élément de Compp: ¢ (G, D, {) représenté par g est factorisable. On déduit de
ce qui précede que les composantes non-factorisables sont de degré au plus exp(G)A.
Puisqu’il y a un nombre fini de composantes de chaque degré, il y a bien un nombre
fini de composantes non-factorisables. O

Le lemme 3.4.15 et le lemme 3.4.17, ainsi que les remarques concernant le cas
X = A'(C), entrainent I'énoncé général :

Corollaire 3.4.18. Les monoides des composantes sont finiment engendrés, et les anneaux des
composantes sont des k-algebres de type fini.

Remarque 3.4.19. D’apres le lemme de Dickson, un monoide commutatif finiment en-
gendré est de présentation finie. Il existe donc une liste finie d’égalités entre éléments
du monoide Compy (C)(G, D,¢), vus comme mots sur l'alphabet des composantes
non-factorisables, dont découlent toutes les relations. Il suit aussi que R]In(c) (G,D,¢)
admet une présentation finie comme k-algébre — cela vient aussi par ncethérianité de
k[Xi,...,XN] oit N est le nombre de composantes non-factorisables.

Lemme:

Il 'y a un nombre fini
de  composantes  non-
factorisables

Corollaire:

Les monoides et anneaux
des composantes sont fini-
ment engendrés
Remarque:

Les monoides et anneaux
des composantes pour X =
PY(C) sont finiment pré-
sentés
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Remarque 3.4.20. En général, les éléments non-factorisables du monoide gradué
Compyp: (C)(G, D,¢) n’ont pas tous le méme degré. Par exemple, si G = Ay et si ¢
est la classe de conjugaison des 3-cycles, alors les uplets suivants définissent des
€léments non-factorisables de Compp ¢ (G,c), de degrés 2 et 3 respectivement :

((123), (321)) et ((123), (123), (123)).

3.4.4. Idéaux et sous-anneaux remarquables dans les anneaux des compo-
santes

Dans cette sous-section, on décrit quelques familles d’idéaux homogenes bilateres
et de sous-anneaux de 1’anneau des composantes Rx (G, D, {). Les pendants géomé-
triques de ces objets dans le cas X = IP!(C) servent a la description du spectre de
I'anneau des composantes entreprise dans le chapitre 5.

On suppose qu’aucun 7y € D ne contient 1, de sorte qu'une composante de degré
non nul ait toujours un groupe de monodromie non trivial.

Définition 3.4.21. L'idéal irrelevant © est le sous-k-espace vectoriel gradué de
Rx(G, D, {) engendré par les composantes de degré non nul.

Proposition 3.4.22. L'idéal @ est un idéal bilatére maximal de Rx(G,D,¢), dont le corps
résiduel est k.

Démonstration. Le sous-espace @ est bien un idéal bilatere. Tout élément de
Rx(G, D, ¢) peut se décomposer sous la forme A + x’ pour une constante A € k et un
élément 1’ € @. Cette décomposition montre que Rx(G,D,¢)/® est isomorphe au
corps k. On en conclut que @ est un idéal maximal de corps résiduel k. O

Définition 3.4.23. Soit H un sous-groupe de G. On définit les k-sous-espaces vectoriels
gradués suivants de Rx(G, D, ¢) :

— Iy est engendré par les composantes dont le groupe de monodromie contient H.

— I} est engendré par les composantes dont le groupe de monodromie contient H
strictement.

— Ju est engendré par les composantes dont le groupe de monodromie n’est pas
strictement inclus dans H.

— Ji; est engendré par les composantes dont le groupe de monodromie n’est pas
inclus dans H.

— R est engendré par les composantes dont le groupe de monodromie est inclus
dans H.

Pour tout sous-groupe H et G, les sous-espaces Iy, If;, [i et J5; sont des idéaux bila-
téres homogenes de Rx (G, D, ¢), et R est une sous-k-algebre graduée de Rx (G, D, €).
Lorsque H a une intersection non-triviale avec chaque y € D, le sous-anneau R est
lui-méme un anneau des composantes : en effet, il est isomorphe a ’anneau des com-
posantes Rx(H, Dy, {y) ou Dy = {yNH|vy € D} ety : Dy — Z envoie y N H
sur &(7) (ceci est bien défini).

Remarque:

Les  composantes  non-
factorisables  n’ont  pas
nécessairement méme degré

Définition:
Idéal irrelevant

Proposition:
L’idéal irrelevant est maxi-
mal

Définition:

Familles remarquables
d’idéaux Dbilateres et de
sous-anneaux de l'anneau
des composantes
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Des sous-espaces similaires sont considérés dans [ETW1y, subsection 6.5] : Les
idéaux Iy et Ij; apparaissent en tant que FZR et (Lx-py FZXR) respectivement.
Le sous-anneau R!! est également défini avec cette notation, et l'idéal J}; apparait
implicitement comme noyau de la surjection py : R — RH (voir la proposition 3.4.26).

On rappelle que Subg p est I'ensemble des sous-groupes D-engendrés de G, défini
dans la définition 3.2.20.

Proposition:
Proposition 3.4.24. Les espaces définis dans la définition 3.4.23 satisfont les propriétés sui- Propriétés des espaces RH,
vantes : I}({*) et ]L*)

(i) Pour tout sous-groupe H de G, on a les inclusions :

If; C Iy I CTh
ISy J;<Jn

Ces inclusions sont strictes si et seulement si H € Subg p.

(ii) Une inclusion H C H' entre sous-groupes de G donne lieu a une inclusion dans le méme
sens entre les sous-algebres associées :

H H'
R" CRY,
et des inclusions dans le sens opposé entre les idéaux associés :
Iy € I S Iy

Jw €Ju T S i

(iii) Les idéaux Iy et i, ainsi que le sous-anneau RS, sont égaux a l'anneau des composantes
Rx(G, D, () tout entier.
Les idéaux I et ]| sont égaux a l'idéal irrelevant .
Le sous-anneau R est égal au corps k.
Les idéaux I% et J§ sont égaux a l'idéal nul.

(iv) Pour tout sous-groupe H de G, on a les égalités :

(v) Pour tout sous-groupe H de G, on a les égalités :

I = Z Iy Ju= [\ T
H'DH H'CH
H’ESUbG/D H/ESubG,D

(vi) Pour tous sous-groupes Hj et Hy de G, on a les égalités :
I<H1/H2> = IHl N IHZ ];illﬂHz = ];Il + ];ilz

Démonstration. Les preuves de ces propriétés étant des vérifications directes, on passe
rapidement dessus.

(i) Les inclusions résultent de la définition. Le fait que les inclusions soient strictes si
et seulement H € Subg p résulte de la proposition 3.2.22.

(ii) et (iii) Résultent de la définition.
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(iv)(a) Les éléments de Iy N J}; sont les combinaisons linéaires de composantes dont le
groupe contient H et n’est pas contenu dans H — c’est-a-dire contient stricte-
ment H. On retrouve la définition de I7;.

(b) Les éléments de Iy + J;; sont les combinaisons linéaires de composantes dont
le groupe est soit non inclus dans H (donc, contient strictement H ou est non-
comparable avec H), soit contient H (ce qui n’ajoute que H). On retrouve la
définition de Jg.

(v)(@) Les éléments de I;; sont les combinaisons linéaires de composantes dont
le groupe H” contient strictement H. Il est équivalent de demander que H”
contienne un sous-groupe H’ qui contienne strictement H : cela montre 1'égalité.

(b) Les éléments de [y sont les combinaisons linéaires de composantes dont le
groupe H” n’est pas strictement inclus dans H. Il est équivalent de demander
que H” ne soit pas inclus dans un sous-groupe H’ strictement inclus dans H :
cela démontre 1’égalité.

(vi) Les égalités proviennent respectivement des faits suivants :

(a) un sous-groupe de G contient (Hj, Hp) si et seulement s'il contient a la fois H;
et H2.

(b) un sous-groupe de G est inclus dans Hj N H; si et seulement s’il est inclus a la
fois dans H; et dans Hs. O
Proposition:
Proposition 3.4.25. L'idéal bilatere [7; est égal a I'idéal bilatere engendré par les composantes Générateurs de J};
non-factorisables dont le groupe n’est pas inclus dans H.

Démonstration. Par définition, 1'idéal J;; est engendré par les composantes dont le
groupe n’est pas inclus dans H. Soit x une telle composante, qu’on écrit comme un
produit de composantes non-factorisables x; - - - x,. Au moins un des sous-groupes
(x;) doit ne pas étre inclus dans H, sans quoi (x) = (x1,...,x,) serait inclus dans H.

O
Proposition:
Proposition 3.4.26. Le sous-anneau RY de Rx(G,D,{) est isomorphe au quotient — Le sous-anneau RM est
Rx(G,D,&)/ T aussi un quotient

Démonstration. Cela découle du fait qu'un élément x € Rx(G, D, ¢) se décompose de
maniére unique comme somme d’un élément de R et d’un élément de J}; : pour le
premier élément, on ne garde que les termes correspondant a des composantes dont
le groupe est inclus dans H, et on met les autres termes dans le second élément. [

3.4.5. Un anneau des composantes de G-revétements non-marqués

Cette sous-section est une ouverture, et ne sert pas dans le reste du texte. On explore
brievement l'idée de définir un anneau des composantes des espaces de Hurwitz de
G-revétements non-marqués. Il résulte de la remarque 3.4.5 qu’on ne peut pas définir
« naivement » un anneau dont les éléments seraient les combinaisons linéaires de
composantes connexes de | |, Hurx (G, D, ng). En effet, 'opération de recollement est
mal définie. Une maniére de contourner cette difficulté est de ne pas considérer le Hy
de l'espace topologique quotient :

Hurx (G, D,n¢) = Hurk(G, D, n¢)/Inn(G),
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mais de considérer 'homologie (en degré 0) de I'orbifold correspondant, en d’autres
mots ’homologie Inn(G)-équivariante de | |,, Hur (G, D,n¢). Cela motive la défini-
tion suivante :

Définition 3.4.27. L'anneau des composantes de G-revétements non-marqués, qu’on note
Rx(G, D, @)Inn(c), est le sous-anneau de Rx(G,D,¢) formé des éléments invariants
sous 'action de conjugaison de Inn(G).

Considérons une composante connexe de Hurx(G, D, n¢). Elle correspond a l'or-
bite, sous les actions simultanées du groupe des tresses et de Inn(G), d’un uplet g.
L’élément suivant, qui est Inn(G)-équivariant, ne dépend pas du choix de g :

def
g =Y (g1,
heG

Fait 3.4.28. Le k-espace vectoriel Rx (G, D, &)™ (G) admet comme base I’ensemble des
éléments de la forme ¢* pour des uplets ¢ d’éléments de G (de produit 1 si X =

IP!(C), et contenant nZ(y) éléments de chaque y € D pour un certain 7). En effet, si un
terme Am pour m € Compy (G, D, &) apparait dans un élément de Rx (G, D, ¢)"™(©),
alors tous les Am' pour h € G doivent apparaitre dans la somme. En notant Gy, le

h

sous-groupe des éléments i € G tels que m" = m, la somme doit donc contenir le

terme } ycc/c, m", qui est aussi :
1 h 1

m' = ——m .
|G

‘G’”| heG

Notons qu’il est crucial a cet endroit que |G| soit premier avec la caractéristique de k
pour pouvoir effectuer la division par |Gy,|.

La dimension du k-espace vectoriel des éléments de degré n de 'anneau gradué
Rx(G, D, &)™n(C) est égale au nombre de composantes connexes de 1'espace de Hur-
witz Hury (G, D, n{). En ce sens, Rx(G, D, C)Im(c) est bien un anneau des compo-
santes de G-revétements non-marqués.

La proposition 3.4.29 ci-dessous (qui n’a d’intérét que si X = A!(C)) est générali-
sée par [Bia22, Lemma 4.31], ot1 la conjugaison dans le groupe G est remplacée par
un quandle quelconque :

Inn(G)

Proposition 3.4.29. L'anneau Rx(G, D, &) est un sous-anneau central de Rx (G, D, &).

Démonstration. 11 suffit de démontrer que les éléments de la forme g™ commutent
avec les éléments g’ € Compy (G, D, ¢).

par la proposition 3.3.11 (ii)

Définition:
Anneau  des  compo-
santes de  revétements

non-marqués

Fait:
Base de Rx (G, D, C)Inn(c)

Proposition:

Les éléments G-invariants
de l'anneau des compo-
santes sont centraux
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Il faut faire attention au fait que cet « anneau des composantes » n’est pas finiment
engendré en général. La définition 3.4.27 est un exemple de situation dans laquelle
le fait d’avoir a disposition un anneau des composantes est crucial : la définition n’a
aucun équivalent dans le monoide Compy (G, D, ¢).

3.4.6. Quelques propriétés additionnelles du multidiscriminant
Soit ¢ un sous-ensemble de G invariant par conjugaison et D* 1’ensemble des classes
de conjugaison de G incluses dans c.

Fait 3.4.30. Si on connait le (G, c)-multidiscriminant ¢ € ZP" d’un uplet g d’éléments
de ¢, on peut retrouver la taille du uplet par la formule :

yeD*

On peut également retrouver, a partir du (G,c)-multidiscriminant ¢ d’un
uplet ¢ € c", la projection dans l'abélianisé G du produit ng € G. Pour cela, on
définit un morphisme de groupes 7 : ZP" — G :

Définition 3.4.31. Si ¢ € ZP", on définit I'élément 77(y) € G de la fagon suivante :

7(p) & T (7)™

yeD*

ot1 7 désigne l'image commune dans G*° de tous les éléments d’une méme classe de
conjugaison v € D*. L'application 77 définit un morphisme de groupes :

7. ZP" — G,
On a alors la propriété suivante :

Proposition 3.4.32. Si ¢ est le (G, c)-multidiscriminant d'un uplet g d'éléments de c, alors
7t () est la projection dans G™ de ng.

3.4.6.1. Lien entre les différents multidiscriminants. Soit H un sous-groupe de G. On
note cy = ¢ N H et Dj; I'ensemble des classes de conjugaison de H contenues dans
I'ensemble cy, qui est invariant par conjugaison.

Puisque deux éléments conjugués dans H sont aussi conjugués dans G, il existe
une unique application (g : Dj; — D™ telle que pour tout v € Dy, la classe
v € Dj; soit incluse dans la classe {r_,c(y) € D*.

Définition 3.4.33. On définit un morphisme de groupes :
2 zZPi — 7P

par la formule suivante, pour une application ¢ : Dj; — Z et une classe de conjugai-
son y € D*:

S = Y 0.

'Y/eélfll_w;('Y)

Fait 3.4.34. Si H, H' sont deux sous-groupes de G tels que H C H’, alors lg/ ) zg, = lg.

Définition:
Le morphisme 7T

Proposition:
Calcul de l'image de 78
dans G™ a partir du mul-
tidiscriminant

Définition:
Le morphisme 111,
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Proposition 3.4.35. Pour tout n-uplet g d’éléments de cy, nous avons I'égalité:

Hoe(®) = (o ey ) (8)-

Démonstration. Soit v € D* une classe de conjugaison de G. Alors v N H est un sous-

ensemble de H invariant par conjugaison. Notons d, . .., d les classes de conjugaison

de H qui constituent y N H. Ainsi, I'ensemble §;ILG(7) estégala {dy,...,ds}.
Considérons un uplet g d’éléments de cy. On a:

& (10 () = L e (9)()

Le membre de droite est le nombre d’éléments du uplet ¢ qui appartiennent a | |d;,
c’est-a-dire a y N H. Puisque les éléments du uplet g sont dans H, cest aussi le nombre
d’éléments du uplet g qui se trouvent dans 1, et ce nombre est 1c,c(g)(y) par défini-
tion. On obtient ainsi | I'égalité souhaitée : B

(1 (8)(7) = HG,e(8)(7)- O

La proposition 3.4.35 peut se réécrire sous forme d'un diagramme commutatif de
monoides :

Comp 1) (G,0) fee, g0

QT T‘g

Comp a1 () (H, ch) T ZPu

Ainsi, le (G, c¢)-multidiscriminant d’une composante se déduit de son (H,cp)-
multidiscriminant lorsque tous deux sont définis. Cela entraine que, parmi les multi-
discriminants d'un uplet g, I'invariant le plus fin est le < g>—multidiscriminant.

Le G-multidiscriminant est en quelque sorte moins p;écis lorsque les groupes de
monodromie des composantes sont petits. Il s’agit d'une manifestation du phéno-
mene de délitement des classes de conjugaison qui est au centre du chapitre 4 (voir
section 4.2) : quand on contraint le G-multidiscriminant d’un uplet de groupe H
(comme on le fait dans la définition 3.2.15) nous n’avons qu'un contrdle partiel des
classes de conjugaison de H qui apparaissent, des lors que les classes de conjugaison
de G se délitent en plusieurs classes de conjugaison dans le sous-groupe H.

3.4.7. Le lifting invariant d’Ellenberg, Venkatesh et Westerland

Dans cette section, nous définissons le lifting invariant des composantes des espaces
de Hurwitz, introduit dans [EVW12] suivant des idées de [Frigs], et nous citons cer-
taines de ses propriétés. On suit essentiellement 1’article [Woo21], qui contient les
démonstrations des faits énoncés ici.

3.4.7.1. Présentation de l'invariant. Soit ¢ un sous-ensemble de G invariant par conju-
gaison et qui engendre G. Soit D* 'ensemble des classes de conjugaison de G qui sont
incluses dans c. On trouve dans [EVW12; Woo21] la définition du groupe suivant :

Proposition:
Le morphisme 15 fait le lien
entre les différents multi-
discriminants
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Définition 3.4.36. Le groupe U(G,c) est engendré par des générateurs [g| pour
chaque élément g € c, sujets aux relations [h€][g] = [g][h] pour tous g, h € c.

Une comparaison avec la remarque 3.4.2 montre que U(G, c) est le groupe de Gro-
thendieck du monoide des composantes Comp 51 (C)(G,c). Autrement dit, on peut
voir ses éléments comme des uplets d’éléments de c, modulo l'action des tresses,
mais auxquels on rajoute des « inverses formels » (on peut méme n’ajouter l'inverse
que d'une composante particuliere, voir [EVW12, Theorem 7.5.1]). Notamment, la
formule (g1,...,4n) — [g1] - - - [¢n] définit un morphisme de monoides :

Ig,: CompAl(C)(G,c) — U(G,c).

Définition 3.4.37. Le (G, c)-lifting invariant de la composante x € Comp 1 (C)(G, c)
est son image par le morphisme Il; ., qui est un élément du groupe U(G,c). Si on
ne précise pas G et ¢ dans la notation, le lifting invariant I1(x) d’'une composante
x € Comppi(c)(G) est son (H,c)-lifting invariant ot H = (x), et ¢ est 'union des
classes de conjugaison de H représentées dans x.

D’apres la propriété universelle du groupe de Grothendieck, tout morphisme de
monoides de Comp p1 () (G, ¢) dans un groupe doit se factoriser par U(G, c) : le lifting
invariant est le plus fin parmi les invariants multiplicatifs des composantes a valeurs
dans un groupe. Les deux exemples suivants sont notables :

— Le morphisme « produit » 77 : Comp (C)(G,c) — G (voir la sous-section 3.4.1)
se factorise par un morphisme de groupes U(G,c) — G qu’on note aussi 7. En
termes de générateurs, ce morphisme est induit par la formule 77([g]) = g. Pour
x € Compp1(cy(G,c), ona: m(x) = m(Ilgc(x)).

— Le (G, c)-multidiscriminant i : Comp 51 ©) (G,c) — ZP" (voir I'équation (3.4.1))

se factorise par un morphisme de groupes U(G,c) — ZP" qu’on note aussi g .
En termes de générateurs, ce morphisme est induit par la formule :

1 sigey
0 sinon.

pe,c([g)(r) = {

Pour x € Comp p1(¢)(G, ¢), on a pgc(x) = pig,(Ige(x)).

On résume par un diagramme les liens entre les différents morphismes, de groupes
ou de monoides :

Ga

ott le morphisme 7 : ZP" — G est celui de la définition 3.4.31.
Le monoide des composantes Comp a1 ¢ (G, ¢) n’étant pas simplifiable en général
(fait 3.4.8), le morphisme Il . n’est généralement pas injectif. Le théoréme 3.4.38, que

Définition:
Le lifting invariant
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nous nous apprétons a énoncer, offre une solution partielle a ce probleme : quand
on le restreint aux orbites de uplets de groupe G dans lesquels toutes les classes
de conjugaison oy € D* apparaissent suffisamment souvent, le morphisme Ilg . est
injectif. Il s’agit d’'une forme généralisée d'un résultat dit a Conway et Parker : ce
résultat, qui est présenté dans [FVg1, Appendix], est le théoréeme 3.4.38 dans le cas
particulier ot le groupe H;(G, ¢) (défini dans la définition 3.4.43) est trivial. La preuve
de ce théoréme est donnée dans [Woo21] et dans [EVW12], ce théoréme est nommé
Geometric Branch-Generation Theorem (ou théoréme de Conway-Fried-Parker-V6lklein)
par Fried®. On introduit d’abord quelques notations : pour tout élément ¢ € ZP”, on

pose [¢| = T,cp: $(7) et min(y) = minep- (9(7))-

Théoréme 3.4.38. Il existe un entier Mg tel que pour toute application i : D* — Z sa-
tisfaisant min(¢) > Mg ., le morphisme 11 . induise une bijection entre les deux ensembles
suivants :

— D’une part, I'ensemble des éléments x € Comp a1 ¢ (G, ¢) satisfaisant pgc(x) = ¢ et
(x) =G.

— D’autre part, l'ensemble des éléments x € U(G, c¢) satisfaisant pg(x) = 1.

On peut écrire cette bijection différemment :

(g)=¢
g€ Gl Vi, gi€c /BW’\ — {x € U(G,c) | HG,e(x) =9}.
Hee(g) =9

Définition 3.4.39. Soit M € IN un entier. Une composante x € Comp 51 ¢ (G) est M-
vaste si toutes les classes de conjugaison de (x) qui apparaissent dans x apparaissent
au moins M fois.

Remarque 3.4.40. En prenant la valeur maximale de l'entier My du théoreme 3.4.38
sur les couples (H, c) ou H est un sous-groupe de G et ¢ est un sous-ensemble de H
invariant par conjugaison qui engendre H, on obtient une unique constante M, qui
ne dépend que du groupe G, telle que toute composante M-vaste (au sens de la défi-
nition 3.4.39) est déterminée par son lifting invariant (au sens de la définition 3.4.37).

3.4.7.2. Lifting invariant des composantes de produit 1.
morphisme 7 : U(G,c) — G.

On note U;(G,c) le noyau du

Proposition 3.4.41. Le sous-groupe normal Uy(G,c) = ker(r) est central dans U(G,c).
En particulier, c’est un groupe abélien.

Démonstration. Soit x un élément du groupe U;(G,c). On le décompose comme
[g1]1 -+ - [gu]®" avec g1' -+~ g7 = L ete; € {—1,1}. Soit alors [i] un des générateurs
de U(G,c).On a:

x[h] = [g1] - [gu1]E [gu]En ]
= [@]® - [gua)o (8 [gu)
= [ [g]91 - (g ] g
= [h]x.

Ainsi, x commute avec les générateurs de U(G, c). Cela montre que U;(G,c) est un
sous-groupe central de U(G, c). O

¢ Pour la présentation qu’en
fait Fried, on peut consulter
son site : https://www.ma
th.uci.edu/~mfried/defl
ist-cov/CFPV-Thm.html#BG
-Thm:

Théoreme:
Le (G,c)-lifting invariant
caractérise uniquement

les composantes avec un
« gros » multidiscriminant.
[Woo21, Theorem 3.1],
[EVW12, Theorem 7.6.1]

Définition:
Composante M-vaste

Proposition:
Centralité de U7 (G, c)


https://www.math.uci.edu/~mfried/deflist-cov/CFPV-Thm.html#BG-Thm:
https://www.math.uci.edu/~mfried/deflist-cov/CFPV-Thm.html#BG-Thm:
https://www.math.uci.edu/~mfried/deflist-cov/CFPV-Thm.html#BG-Thm:
https://www.math.uci.edu/~mfried/deflist-cov/CFPV-Thm.html#BG-Thm:
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Par restriction et corestriction, le (G, c)-lifting invariant induit un morphisme de
monoides commutatifs, qu’on note toujours I, de Compp: ¢ (G, ¢) dans Uy (G, c).
Le groupe abélien U; (G, c) est le groupe de Grothendieck du monoide commutatif
Compyp ¢ (G,c).

Le (G, c)-lifting invariant d'une composante x € Compp: (G, c) ne dépend que
de la composante de G-revétements non-marqués obtenue en oubliant les points mar-
qués des revétements appartenant a x. C’est une conséquence de la proposition sui-
vante :

Proposition 3.4.42. Si v € G et x € Compypi ) (G, ¢), alors I (x) = Tlg,c(x7).

Démonstration. Puisque c engendre G, on choisit des éléments 1,...,¥; € c tels que
Y1+ vn = 7v. Dans U(G, ¢), on a alors les égalités :

[r1] - [vn) g e(x) = [11] - - - [Yn—1]TTg,c (x7) [7n]
=T, (X" ") [y1] - -+ [74]
= HG,C(X’Y)['Yl] U ['Yn]'

D’apres la proposition 3.4.41, 'élément Il; (x7) € U;(G,c) est central, et on peut
donc annuler les facteurs [y1] - - - [vn] dans cette égalité. Ceci conclut la preuve. [

3.4.7.3. La description des groupes U(G,c) et U;1(G,c). Nous donnons a présent une
description rapide du groupe U(G,c). Les faits énoncés dans ce paragraphe sont
démontrés dans [Woo21, Sous-section 2.1].

Une extension de Schur S de G est une extension centrale de G par Hy (G, Z) telle que
Hy(G,Z) C [S,S] (voir [Woo21]). On fixe une extension de Schur S de G arbitraire.
Par définition, on a la suite exacte 1 — Hy(G,Z) — S 5 G = 1. soit Q¢ le sous-
groupe normal de S engendré par les commutateurs [a, b] entre éléments a, b € S tels
que p(a), p(b) € cet p(ab) = p(ba). Ona Q. C Hy(G,Z) car p(Q.) = 1.

Définition 3.4.43. Le groupe S. (que Wood nomme extension de Schur réduite) est le
quotient de S par Q.. Le groupe Hy(G, ¢) est le quotient de H>(G, Z) par Q..

On a alors la suite exacte 1 — Hp(G,c) — S; — G — 1. Pour chaque classe de
conjugaison ¢ € D*, on fixe un élément 7 € S tel que p(7y) € 7. Si g est un élément
de y et que h € S est tel que g = p(7"), I'élément ¥ € S ne dépend de h qu'a un
élément de Q. pres : on note alors g son image dans S/Q. = S,. Le résultat principal
est [Woo21, Theorem 2.5] :

Théoréme 3.4.44. L'application U(G,c) — S. x ZP" telle que :
Gab

— Uimage dans S, d'un élément [g1]%1 - - - [gu]*" € U(G,c) (avec g; € cet g € {—1,1})
soit donnée par ;! - - .zg;s"

— le morphisme U(G,c) — ZP" corresponde au (G, c)-multidiscriminant pg
est bien définie et donne lieu a un isomorphisme de groupes :

U(G,c) ~ S, x ZP",
Gab

On en déduit le corollaire suivant :

Proposition:

Le lifting invariant est in-
variant sur les Inn(G)-
orbites

Définition:
Les groupes S et Hy(G, c)

Théoréeme:
Description de U(G, c)
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Corollaire 3.4.45. Le groupe Uy(G,c) est isomorphe au produit direct de Hp(G,c) et du
noyau de 7t : ZP" — G :

U1(G,c) = Hy(G,c) x ker(7).

En particulier, le groupe Hy(G,c) =~ ker(ul(G, c) = ker(ﬁ)) ne dépend pas (a
isomorphisme pres) du choix de 1’extension de Schur S.

3.5. SUMMARY OF THE CHAPTER IN ENGLISH

In this section, we summarize some of the content of Chapter 3 in English. The focus
is on stating only key definitions and results which are used later in the text.

3.5.1. Topological Hurwitz spaces, components and combinatorial de-
scription (Sections 3.2 and 3.3)

We denote by Hurk(G,n) the topological Hurwitz space of marked G-covers of
(X, tp), branched at a configuration ¢ € Conf, x (Definition 3.2.4). The points of this
space are isomorphism classes of branched marked G-covers of (X, tp), unramified
at tg. The topology (Definition 3.2.2) is defined so that the map that takes a marked
G-cover branched at ¢ to the configuration ¢ is a covering map Hur (G, n) — Conf,, x,
whose fiber above some configuration ¢t € Conf, x consists of isomorphism classes of
marked G-covers of X branched at ¢. Similarly:

— CHury/(G, n) is the Hurwitz space of connected G-covers of X (Definition 3.2.11). It
is a subspace of Hur*(G, n).

— Hurx(G, n) (resp. CHurx(G,n)) is the Hurwitz space of unmarked (resp. un-
marked and connected) G-covers of X (Definition 3.2.12). They are obtained as
quotients of Hurwitz spaces of marked G-covers by the conjugation action of G.

— Let D be a set of disjoint conjugation-invariant non-empty subsets of G and ¢ be
amap D — {0,1,...}. The space Hury (G, D, ) is the Hurwitz space of ramified
marked G-covers of X, such that each monodromy class <y is contained in an el-
ement of D, and such that for each v € D, the conjugacy classes of G contained
in vy are collectively the monodromy classes at exactly ¢(-y) branch points (Defini-
tion 3.2.15).

We define similarly Hurwitz spaces CHur(G,D,¢{), Hurx(G,D,¢) and
CHurx (G, D, &).

Hurwitz spaces are generally not connected. One can determine whether two
marked G-covers branched at a same configuration t € Conf, x are in the same con-
nected component by looking at their branch cycle descriptions, which are n-tuples
g, § of elements of G. Indeed, there is an action of the Artin braid group B, on

n-tuples of elements of G (Proposition 3.3.6) induced by the formula:

def .
0i.(81,---,8n) = (gl,...,gifl,(gm)g’,gi,gi+z,.-.,gn).

The connected components of Hur (G, n) are in one-to-one correspondance with or-
bits, for this action, of n-tuples ¢ € G", with the additional condition that wg = 1 if

Corollaire:
Description de Uy (G, ¢)
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X = P!(C) (Theorem 3.3.7). We have analogous descriptions for connected compo-
nents of other Hurwitz spaces (we do not include every situation):

— Connected components of CHury (G, n) correspond to braid group orbits of n-
tuples g € G such that (g ) = G (and 7ig = 1if X = P!(C)).

— Connected components of Hury(G,n) correspond to orbits of n-tuples g € G"
(with g = 1if X = IP!(C)) under the action of the direct product Inn(G) x By.

— Connected components of Hury (G, D, ) correspond to braid group orbits of n-
tuples g € G" (with g = 11if X = IP!(C)) such that every g; belongs to some
7 € D, and each 7y € D contains exactly ¢(vy) elements of the tuple g.

The size (Definition 1.4.3), product (Definition 1.4.4), group (Definition 1.4.5) and
multidiscriminant (Definition 1.4.6) of a tuple are invariant under the action of the
braid group (Proposition 3.3.8). Thus, these are well-defined invariants of components
of Hurwitz spaces too: we extend the use of the notations |x|, 7r(x), (x) and ppc(x).

Whereas the branch cycle description of a connected G-cover depends on the choice
of a bouquet, its braid group orbit does not: this is due to the fact that braid groups
act transitively on topological bouquets up to conjugacy (Remark 3.3.10). Hence, the
combinatorial description of components of Hurwitz spaces is rather canonical.

3.5.2. Monoids and rings of components

3.5.2.1. Monoids of components. Via the description of connected components of
Hurk (G, n) as By-orbits of n-tuples of elements of G, the concatenation of tuples
induces a well-defined product operation on components of Hurwitz spaces:

(81, 8n) (&1 &) = (81, 8 &1+, &r)-

The monoids of components Compy (G) are defined in the following way:

Comppi()(G) = LI G" /B,
n>0
Comppie)(6) = || {g€C"[mg=1}/8,,
n>0

graded by the size n of a tuple, and equipped with the well-defined product operation
induced by concatenation. Elements of degree n of Compy (G) are in bijection with
connected components of Hury(G,n). The identity element of Compy(G) is the
braid orbit of the empty tuple, i.e. the connected component of the trivial G-cover.
The monoid Compyp: ¢ (G) is commutative and finitely generated (Proposition 3.4.6
and Corollary 3.4.18).

We define similarly the following monoids of components:

— If H is a subgroup of G and ¢ is a conjugation-invariant subset of H, then
Compy (H,c) is the graded monoid of tuples of elements of ¢ (of product 1 if
X = IP!(C)), with product induced by concatenation (Definition 3.4.9).

— 1If D is a set of disjoint conjugation-invariant non-empty subsets of G, and ¢ is a
map D — {1,2,...}, then Compy (G, D, {) is the graded monoid whose elements of
degree 1 are braid orbits of tuples of elements of | |,cp 7, such that n(7y) elements
belong to each 7y € D, with product induced by concatenation (Definition 3.4.10).

111
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We translate some of the properties of Proposition 3.3.11 (restated in terms of the
monoids of components) in English, as they are used frequently:

— Proposition 3.3.11 (iii). The submonoid Compp: ¢ (G) is central in Comp 51 ¢ (G).
Hence, one can move subtuples whose product is 1 freely using braids.

— Proposition 3.3.11 (v). Let x € Compp¢)(G) and g € (x). Then x = x$. Hence,
one can conjugate tuples of product 1 by elements of their group using braids.

— Proposition 3.3.11 (vi). Let x,y,z € CompAl(C)(G) with 7r(y) = 1. For each g
which belongs either to (x,z) or to (y), one has xyz = xy8z.

3.5.2.2. Rings of components. Let k be a field of characteristic not dividing |G|. Follow-
ing [EVW16], we define the rings of components Rx(G), Rx(H,c) and Rx(G,D,¢)
as the monoid rings over k of the corresponding monoids of components (Defini-
tion 3.4.12). When X = P!(C), these are commutative graded k-algebras of finite
type. We define ideals and subrings of Rx(G, D, ¢) which are used in Chapter 5:

Definition 3.4.23 (translated). Let H be a subgroup of G. We define the following two-sided
homogeneous ideals of Rx(G, D, ¢):

— Iy is generated by components whose monodromy group contains H.
— I}, is generated by components whose monodromy group contains H strictly.
— [y is generated by components whose monodromy group is not strictly contained in H.

— Jj; is generated by components whose monodromy group is not contained in H.

Moreover, we dneote by R™ the subalgebra of Rx(G, D, &) generated by components whose
monodromy group is contained in H. This subalgebra is itself a ring of components, and it is
isomorphic to the quotient algebra Rx(G, D, ¢)/Ji; (Proposition 3.4.26).

Properties of these subspaces are given in Proposition 3.4.24.

3.5.2.3. Lifting invariant. The lifting invariant was introduced in [EVW12] based on
ideas of [Frigs]. [Woo21] gives a concise review, including proofs for the facts stated
here. Let ¢ be a conjugation-invariant subset of G that generates G, and let D* be
the set of all conjugacy classes of G which are contained in c¢. Let U(G,c) be the
Grothendieck group of Comp 51(¢(G,¢), i.e. the group generated by generators [g]
for each g € ¢, satisfying [g][h] = [h®][g] (Definition 3.4.36). There is a morphism of
monoids:

HGC:{CompN(C)(G,c) —  U(G,c)
’ 81/ 8n) = [g1]-- (8l

The (G, ¢)-lifting invariant of a component x € Comp 51 (C)(G,c) is g (x) € U(G,c).
When (G, c) is omitted, the lifting invariant of x is its (H, c)-lifting invariant where
H = (x) and c is the smallest conjugation-invariant subset of H such that x €
Comp 1 (C)(H, ¢) (Definition 3.4.37). There are group morphisms 7 : U(G,c) — G

Definition 3.4.23 (trans-
lated)
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(induced by [g] + g) and pg, : U(G,c) — ZP" recovering the product and (G, c)-
multidiscriminant of x from its (G, ¢)-lifting invariant:

T lHG'C HG,c
U(G,c)
/ HG,e

Here, 77 : ZP" — G is the group morphism defined on generators in the following
way: the basis element of ZP" corresponding to a conjugacy class ¢ C ¢ is mapped
to the well-defined image in G of the elements of « (Definition 3.4.31).

We let U3 (G, ¢) be the kernel of the product morphism 77 : U(G,c¢) — G. The group
U1 (G, ¢) is a central subgroup of U(G, ¢) (Proposition 3.4.41), and is the Grothendieck
group of Compp, ©) (G, ¢). The lifting invariant defines a morphism of monoids:

Ig,c : Comppi () (G, c) = Ui(G,c).

The monoid of components Comp i) (G,c) is not cancellative in general
(Fact 3.4.8), and thus Ilg . is generally not injective. The following theorem, which is
[Woo21, Theorem 3.1] or [EVW12, Theorem 7.6.1], offers a partial solution.

Theorem 3.4.38 (translated). There is an integer Mg . such that for all maps i : D* — Z
satisfying min(¢) > Mg ., the morphism Ilg . induces a bijection between the following sets:

— The set of elements x € Comp p1(cy(G, ¢) such that pg,c(x) = and (x) = G.

— The set of elements x € U(G, c) such that jg.(x) = .

A component x € Compp1(c)(G) is M-big if it is represented by a tuple where
every conjugacy class of (x) appearing in the tuple appears at least M times (Def-
inition 3.4.39). By taking the maximal value of My . over pairs (H,c) where H is
a subgroup of G and ¢ C H is conjugation-invariant, one can choose an integer M
depending only on G, such that M-big components are determined by their lifting
invariant (Remark 3.4.40).

Finally, we describe U(G, c) and U; (G, c). Fix a Schur extension S — G, i.e. a cen-
tral extension of G by Hy(G, Z) such that Hy(G,Z) C [S, S]. Let Q. be the normal sub-
group of Hy(G, Z) generated by commutators [%, J] between elements of S whose im-
ages in G are commuting elements of ¢. Let S = Q/Q, and H»(G, c) = H2(G,Z)/ Q.
(Definition 3.4.43). We now state [Woo21, Theorem 2.5] and its corollary:

Theorem 3.4.44 and Corollary 3.4.45 (translated). The group U(G,c) is isomorphic to
the fibered product S. x ZP". The group Uy(G,c) is isomorphic to the direct product

Gab
Hy(G,c) x ker(7).

Theorem 3.4.38 (trans-
lated)

Theorem 3.4.44
and Corollary 3.4.45
(translated)
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Summary of the chapter

IN THIS CHAPTER, we estimate the number of connected components of the
Hurwitz space Hurk (G, D,n¢) (Definition 3.2.15) with a given monodromy
group as n — oo (Theorem 4.3.1).

The content of this chapter is largely taken from the preprint [Seg22].
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4.2 Splitting phenomena and the splitting number - - - - . . 118
4.3 Mainresults - - - - . . . . . . . . .. . L 21

4.4 Asymptotics of the count of components of CHurk (G, D, ng).
Part 1: the exponent - - - - - . . . . . . . . . . ... g2

4.5 Asymptotics of the count of components of CHurk (G, D, ng).
Part 2: the leading coefficient - - - - - . . . . . . . . . . 19

Une triste lumiere arrose
Brusquement les cieux assombris :
Des oiseaux noirs, a larges cris,
Brisent du bec, dans la nuit close,
Le soleil, comme un grand ceuf rose.

— A. Giraud,
Décor, in Pierrot Lunaire, 1898.

4.1. INTRODUCTION

4.1.1. Motivation and previous work

Let G be a finite group. An important question in number theory is to count Galois
extensions of a field K whose Galois group is G, with additional conditions, e.g. on
the discriminant or conductor. Several conjectures are of this type: the inverse Galois
problem, the van der Waerden conjecture, the Cohen-Lenstra conjecture, the Malle
conjecture, etc.

When K = F(t) is a function field over a field F and the focus is on regular ex-
tensions of K, this question concerns geometrical objects: we are counting connected
branched G-covers® of the projective line which are defined over the field F. Count-
ing G-covers defined over F is related to counting F-points on Hurwitz schemes®: these
moduli spaces classify G-covers of P! with a fixed number of branch points and fixed
ramification type. These ideas are detailed in [Friz7; FVo1].

In [EVW16], Ellenberg, Venkatesh and Westerland introduce new techniques to
count the IF;-points of Hurwitz schemes, and apply these results to the Cohen-Lenstra
conjecture over function fields over finite fields. Their techniques involve a graded
algebra: the ring of components. Elements of this ring are formal sums of connected
components of Hurwitz spaces, graded by the number of branch points of the covers
they contain. The product is induced by the gluing operation of Definition 2.4.16: one
may glue two covers with n (resp. n’) branch points into a cover with n + n’ branch
points. For more details about the monoids and rings of components, see Section 3.4.

Under some hypotheses, they construct a central homogeneous element U of the
ring of components whose degree is positive, and such that multiplication by U has

'i.e. Galois covers whose
automorphism group is G,
cf. Subsection 2.2.2 for
a definition in the non-
connected case.
2 cf. Section 7.2
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finite-dimensional kernel and cokernel. It follows that the zeroth homology of cer-
tain Hurwitz spaces becomes deg(U)-periodic for large numbers of branch points
[EVW16, Lemma 3.5]. Using a variant of the Koszul complex, the authors then show
that higher homology has a similar form of stability [EVW16, Theorem 6.1]. They
then apply the Grothendieck-Lefschetz fixed-point theorem to count IF;-points us-
ing topological data [EVW16, Theorem 8.8]. This lets them prove the validity of the
Cohen-Lenstra heuristics for function fields [EVW16, Theorem 1.2].

Their work has been extended in various ways. For instance, in [Tie16], a colored
version of Hurwitz spaces is defined and studied.

4.1.2. Approach of this work

The work of Ellenberg, Tran, Venkatesh and Westerland [EVW16; EVW12; ETW1y]
has made clear that the asymptotics of extensions of function fields were related to
the asymptotics of the homology of Hurwitz spaces with large numbers of branch
points. We study this question by obtaining asymptotical estimates of their zeroth
homology.

The main differences between the approach of [EVW16] and ours are the following:

— In [EVW16], the ring of components is generated by components of Hurwitz mod-
uli spaces of marked branched G-covers of the affine line, whereas we consider
marked branched G-covers of both the affine and projective lines. In the projective
setting, the ring of components is a commutative k-algebra of finite type (Proposi-
tion 3.4.6, Corollary 3.4.18). In Chapter 5, we introduce and study the spectrum of
the ring of components and relate its geometry to the results of this chapter.

— Let ¢ be a conjugacy class of G which generates G. The results of [EVW16] depend
on an assumption, the non-splitting property: the pair (G,c) is non-splitting if for
every subgroup H C G which intersects c, the subset c N H consists of a single
conjugacy class of H. In the situation of [EVW16], this hypothesis is satisfied.

We are mostly interested in situations where this assumption does not hold. In
Section 4.2, we introduce a quantitative version of that property, the splitting number
(Definition 4.2.3), which vanishes exactly when the non-splitting property holds.
We prove quantitative versions of some of the stabilization results of [EVW16] (see
Theorem 4.3.1). We also systematically consider the case of multiple conjugacy
classes.

4.1.3. Outline of the chapter
We briefly outline the contents of this chapter:

— In Section 4.2, we take a look at splitting phenomena and introduce the splitting
number.

— In Section 4.3, we state our key results — notably Theorem 4.3.1, which sums up the
results of later sections.

— In Section 4.4, we prove that the splitting number Q(Dp) is the smallest exponent
of a monomial which dominates the function of n which counts the components of
Hur (G, D, n¢) with monodromy group H (Theorem 4.4.2).

117
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— In Section 4.5, we focus on the coefficient of the leading monomial of the same
counting function. In particular situations, we are able to compute this leading
coefficient using group-theoretical information (Proposition 4.5.2, Proposition 4.5.6
and Corollary 4.5.9).

Of course, counting connected components is not the whole story: one should
also study higher homology.3 Nevertheless, we feel like the phenomena which arise
and the group-theoretic invariants which play a role in our count of connected com-
ponents shed some light on the question. For example, the results of Section 4.4
compute the degree d in [ETW1y, Theorem 7.7], and the results of Section 4.5 give
information about the function r(n) in the same article.

Disclaimer. Some of the results of this chapter, which have been made public in
[Seg22], have since been rediscovered and/or improved in [ETW23] and [BM23].

4.2. SPLITTING PHENOMENA AND THE SPLITTING NUMBER

In this section, we take a look at splitting phenomena and at their role in our counting
problem. We introduce some terminology which helps describing these phenomena,
notably the splitting number.

Let D be a set of disjoint conjugation-invariant subsets of G and ¢ be a map D —
{1,2,...}. The notation that follows is used frequently:

Definition 4.2.1. If H is a group that intersects all elements y € D nontrivially, then

we let:

Dy ¥ {ynH|yeD}.

The map that takes an element vy N H € Dy to the unique vy € D which contains it
defines a bijection By : Dy — D. We let &y ef ey

4.2.1. Non-connected covers and the non-splitting property

One can see a morphism 711(X \ f) — G as a surjective morphism into its image
H C G. This leads to the useful homeomorphism:

Hurk(G,D,né) = |_| CHurk (G, Dy, néy).
HCG

(4.2.1)

When X = A!(C) or X = P'(C), the union can be taken over all H € Subg p
(cf. Definition 3.2.20) instead, as a consequence of Proposition 3.2.22. Assume D
consists of conjugacy classes of G. If H is a subgroup of G, then the conjugation-
invariant subset Dy does not necessarily consist of conjugacy classes. Hence, the
multidiscriminant of G-covers in Hury (G, D, n¢) is generally more constrained for
connected G-covers than for G-covers of monodromy group H. This is due to the
fact that a conjugacy class may split into multiple classes when intersected with H.
In [EVW16], this issue is addressed by assuming the non-splitting property ([EVW16,
Definition 3.1]). We give a slightly generalized version of this property (the original
statement concerns a single conjugacy class):

3Each  connected com-
ponent, represented by
a tuple g, is weakly ho-
motopy Equivalent to the
Eilenberg-Maclane  space
K(m,1) where 7 is the
subgroup of the Artin braid
group B, which stabilizes g.
This means that the higher
homology is given by group
homology of subgroups of
braid groups.
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Definition 4.2.2. Assume D consists of conjugacy classes of G. The pair (G,D) is
non-splitting if the conjugacy classes v € D generate G (collectively), and if for every
D-generated subgroup H C G, the set Dy consists of conjugacy classes of H.

Elements of Hur (G, D,n¢) with monodromy group H correspond to elements
of CHury (H, Dy, néy). If (G, D) is non-splitting, then monodromy classes of these
covers are completely determined. This fact is used crucially in [EVW16] to prove
results concerning all G-covers by proving them for connected G-covers.

We introduce a quantitative version of the non-splitting property:

Definition 4.2.3. Let D be a set of disjoint non-empty conjugation-invariant subsets
of G. Let ¢ be the union of the subsets vy € D and H = (c) be the subgroup of G
generated by the elements of c. Let D* be the set of conjugacy classes of H contained
in c. The splitting number Q(D) is the nonnegative integer |D*| — |D|.

When D consists of conjugacy classes of G which together generate G, the non-
splitting property for (G, D) is equivalent to requiring Q(Dp) = 0 for all D-generated
subgroups H, where Dy is defined as in Definition 4.2.1.

Finally, we introduce some terminology to speak about splitting phenomena:

Definition 4.2.4.— If y is a conjugacy class of G and H is a subgroup of G, we say
that H splits -y if v N H is not a conjugacy class in H.

— Let D be a set of conjugacy classes of G. A subgroup H of G is a splitter (where D is
clear from the context) if it splits some class v € D. Otherwise, H is a non-splitter.

The non-splitting property for the pair (G, D) (Definition 4.2.2) asks that all D-
generated subgroups be non-splitters. This can also be understood using the mor-
phism lg from Definition 3.4.33:

Proposition 4.2.5. Let H be a D-generated subgroup of G. The morphism 12 from Defini-
tion 3.4.33 is an isomorphism if and only if H is a non-splitter.

4.2.2. Examples of non-splitters

In this subsection, we describe situations where the non-splitting property holds. The
following lemma gives a condition under which we can ensure that a subgroup splits
no conjugacy class:

Lemma 4.2.6. If N is a normal subgroup of G with no outer automorphisms and -y is a
conjugacy class of G which intersects N nontrivially, then N does not split -y.

Proof. Consider elements g,¢’ € 7N N. There exists 1 € G such that ¢’ = g". Conju-
gation by & defines an automorphism of N since N is normal, and this automorphism
is inner because N has no outer automorphisms. Thus there exists i/ € N such that
n" = n" for all n € N. In particular, we have g’ = gh/ and thus ¢ and ¢’ are conjugate
in N. This shows that y N N is a conjugacy class in N. O

The hypothesis of Lemma 4.2.6 is very strong. We give another instance where the
non-splitting property is satisfied. It relies on the following definition:

Definition:
Non-splitting property

Definition:
Splitting number

Definition:
Terminology for splitting
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Definition 4.2.7. An element ¢ € G of order n is antirational if g is not conjugate to
any ¢* fork € {2,...,n—1}.

Note that any involution is antirational. The existence of antirational elements
is related to the non-splitting property by the following lemma, which generalizes
[EVW16, Lemma 3.2]:

Lemma 4.2.8. Assume that |G| = ps for some prime p not dividing s, and that there is an
antirational element g € G of order p. Then, elements of order p form exactly p — 1 conjugacy
classes of G which we denote by c1,...,cp_1. If moreover G is generated by its elements of
order p, then the pair (G, {c,...,cp_1}) is non-splitting.

Proof. Fori € {1,...,p— 1}, let ¢; be the conjugacy class of g'. We show that these
are p — 1 distinct conjugacy classes. If ¢' = (¢/)7, let k be an inverse of i modulo p;

then: ‘ o o
g= @)= (&) = ()"

By antirationality of g, this implies jk = 1 mod p and thus i = j. So the conjugacy
classes cq, .. ., cp-1 are distinct.

By the second Sylow theorem, any two p-subgroups of G are conjugate. Since
|G| = ps with p not dividing s, these are the subgroups of G isomorphic to Z/pZ.
Let ¢’ € G be an element of order p, then (') ~ Z/pZ and thus there exists h € G

such that (¢} = (g)", i.e. thereisak € {1,...,p — 1} such that ¢’ = (gk)h, ie.
g’ € cx. Therefore, D = {cy,...,cp_1} is the set of all conjugacy classes of elements of
order p. This proves the first claim.

Consider a D-generated subgroup H of G. By definition, it contains some element
¢" of c;. The element g is an antirational element of H. Indeed, if for some k €
{2,...,p—1} and I/ € H we have:

W
g = ((gh)k> — (gF)

then the antirationality of g (as an element of G) is contradicted by the equality ¢ =

( gk)hflh’h_

Since H contains the subgroup < gh> ~ Z/pZ, we know that p divides |H|. Let
|H| = ps’. Since H is a subgroup of G we know that p does not divide s’. Apply
the first claim — which we have already proved — to H: the elements of order p of H
form exactly p — 1 conjugacy classes d,...,d, 1 which are the conjugacy classes of
g (¢M?%,...,(g")P~1. Hence, c;N H = d, is a single conjugacy class of H for any D-
generated subgroup H; therefore, the pair (G, D) is non-splitting when G is generated
by its elements of order p. O

Let us give an application of Lemma 4.2.8:

Example 4.2.9. Consider G = 2[4, which is of order 12 = 3 X 4. Its elements of order
3 are the 3-cycles, which generate G. The 3-cycle (123) is antirational in 24. By
Lemma 4.2.8, there are exactly two conjugacy classes of elements of order 3 in 24:

a1 = {(123),(142), (134), (243)}
o = {(132),(124), (143), (234)}

and the pair (G, {c1,c2}) is non-splitting.

Definition:
Antirational element

Lemma:
A situation where the non-
splitting property holds

Example:

Example of a pair (G,c)
satisfying the non-splitting
property
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4.3. MAIN RESULTS

In this section, X is either A'(C) or P1(C), G is a finite group, D is a set of nontrivial
conjugacy classes of G which together generate G, and ¢ isamap D — {1,2,...}. We

letc=1|l,ep7-

Before we state our main results, we introduce or recall some notation. If H is a
D-generated subgroup of G (cf. Definition 3.2.20), then:

— Welet Dy def {yNH|v € D} as in Definition 4.2.1. The map that takes an element
yNH € Dy to the unique v € D which contains it defines a bijection g : Dy ~ D.

We let ¢y df ¢ o By as in Definition 4.2.1.

— Welet cy = ¢ H, and we denote by Dj; the set of all conjugacy classes of H which
are contained in the conjugation-invariant set cy;.

— We denote by 1ty : Dj; — D the surjection which maps a conjugacy class of H
which belongs to Dj; to the unique conjugacy class of G which contains it.

— Finally, we define the splitting number:

O(Dy) &

Dyl = [Du| = [Dyl — DI
The splitting number is nonnegative. It vanishes if and only if 7y is a bijection, i.e.
Dy consists of conjugacy classes of H, i.e. H is a non-splitter (cf. Definition 4.2.4).

We look for information concerning the asymptotical count of connected compo-
nents of Hury (G, D, ng) as n — oo. Note that this is also the Hilbert function of the
ring of components Rx (G, D, &) (cf. Definition 3.4.12). The homeomorphism:

Hurk(G,D,n¢) = || CHurk(H, Dy, ny) (4.3.1)
HESubG/D

relates the counts of connected components of the Hurwitz spaces Hur (G, D, n¢)
and CHury (H, Dy, nly). Therefore, it suffices to estimate the number of connected
components of CHur" (H, Dy, néy) for all subgroups H € Subg p. This is done in the
following theorem:

Theorem 4.3.1. Let H be a nontrivial D-generated subgroup of G. We denote by HF(n)
the number of connected components of CHur* (H, Dy, nép).

(i) If X = A(C), then:

-1
|H||Hy(H, cpr)| )l Q(Dy).

I n
(\ (| -1)

HFH(I’l) n:oo |Hab‘

This is Theorem 4.5.3.

(ii) If X = PY(C), if H is a non-splitter, and i k is the order of the element 7t(&p;) in H (cf.
Definition 3.4.31), then:

HEp (1) = 0 ifn & kIN
H |Hy(H,cy)| otherwise, for n large enough

This is Proposition 4.5.6.

Theorem:

P Asymptotics for the
count of connected compo-
nents of Hurwitz spaces



122 CouNTING COMPONENTS OF HURWITZ SPACES

(iii) If X = PY(C), if D = {c} is a singleton, and if &(c) = 1, then an average order* of
HFy (n) is given by:
|Ha(H, cgp)| nPr)
|H[ (Q(Dp))!

This is Corollary 4.5.9.
(iv) If X = P(C), we have:
HFy (n) = O (nQ(DH)).

This is Theorem 4.4.2 (ii). (cf. Definition 1.4.1 for the definition of O%)

Here is an example of how one can use Theorem 4.3.1: to estimate the growth of the
Hilbert function HF(n) of the ring of components Rx(G, D, §), one should determine
for which subgroups H € Subg p the maximal value of the splitting number Q(Dyy)
is reached. The degree of the leading monomial of HF(n) is this maximal splitting
number, and the leading coefficient (which has a clear definition if X = A'(C), and
can be given a meaning when X = IP!(C) by looking at average orders) is the sum of
the leading coefficients for subgroups with maximal splitting numbers.

If H is a nontrivial non-splitter, then Theorem 4.3.1 tells us that the number of
elements of Compy (G, D, ¢) of group H and degree n is a bounded function of #.
This is a form of the homological stability for the 0-th homology of Hurwitz spaces
shown in [EVW16].

In the next two sections, we prove the various parts of Theorem 4.3.1. In Theo-
rem 4.3.1, we have stated the results in terms of a subgroup H of G. However, in
Sections 4.4 and 4.5, we do all computations “intrinsically”: we count the connected
components of CHur (G, D, n¢) for a general triple (G,D,¢) € ConjInv (cf. Defi-
nition 3.2.18). This can be used to deduce Theorem 4.3.1 as stated above, using the
equality:

HFH(H) = |7'[0CHL11‘§((H, DH/ TlCH)| .
In this new setting, we “forget” about the fact that the disjoint conjugation-invariant
subsets v € D come from the splitting of conjugacy classes in a bigger group. Instead,

elements of D are not assumed to be conjugacy classes, and the splitting number may

be recovered intrinsically by defining D* as the set of conjugacy classes of G which

are contained in ¢ = | |, ¢p 7, and considering Q(D) et |D*| — |D|, cf. Definition 4.2.3.

4.4. ASYMPTOTICS OF THE COUNT OF COMPONENTS OF CHury (G, D, ng).
PART 1: THE EXPONENT

The setting for this section is the following: G is a finite group, D is a set of non-
empty disjoint conjugation-invariant subsets of G which together generate G, and ¢
isamap D — {1,2,...}. We denote by || the positive integer Y, cp ¢(7)-

Definition 4.4.1. For X = A'(C) or X = P}(C), denote by myCHurk (G, D,n¢) the
set of braid orbits of 7 [¢|-tuples g of elements of G such that:

— The elements of g generate G, i.e. < g> =G.
— For each v € D, exactly ¢(y) elements of the tuple g belong to .

— If X = P1(C), then ng =1.

4 A function g is an average

order of a function f if:

Y FE) ~ Y (k)
k=0 k=0
Definition:

The
moCHury (G, D, n¢)

set
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By Theorem 3.3.7 and Remark 3.3.9, the set myCHur (G, D, n¢) is in bijection with
the connected components of the Hurwitz space CHur (G, D, n¢) (hence the nota-
tion). Our goal, in both this section and Section 4.5, is to estimate how the cardinality
of this set grows as n — oo.

We let ¢ = |],epy, and let D* be the set of conjugacy classes of G which are
contained in c¢. Each y € D* is contained in a unique element of D, which we denote

by 7(7y). This defines a surjective map 7 : D* — D. We let ()(D) be the “intrinsic”

splitting number Q)(D) et |D*| — | D], cf. Definition 4.2.3. Note that Q(D) = 0 if and

only if D = D*,i.e. D consists of conjugacy classes of G.
In this section, we prove the following result:

Theorem 4.4.2. We have the following asymptotical estimates for | toCHury (G, D, ng)|:
(i)
’NOCHural ©) (G, D, nﬁ)’ =0 (nQ(D)> .

(ii)
)ﬂoCHurff)l(C) (G, D, ng)' = Of (HQ(D))

The proof of Theorem 4.4.2 is in four steps:

— In Subsection 4.4.1, we prove that the number of maps D* — {0,1,...} which are
“likely” to be (G, c)-multidiscriminants of components of group G and of degree n
(cf. Definition 4.4.3) grows like n(D) (Proposition 4.4.6).

— In Subsection 4.4.2, we prove the lower bounds in Theorem 4.4.2 (Proposition 4.4.7).
To do so, we associate to every likely map ¢ a component of group G whose
multidiscriminant is closely related to .

— In Subsection 4.4.3, we prove that one can factor a given component from any
component whose multidiscriminant is “big enough” (Lemma 4.4.8).

— In Subsection 4.4.4, we prove the upper bounds in Theorem 4.4.2 (Proposi-
tion 4.4.11). For this, we use the factorization lemma Lemma 4.4.8 to establish that
the number of components with a given multidiscriminant is bounded above by a
constant independent of the multidiscriminant (Lemma 4.4.10).

4.4.1. Counting likely maps

If g is a tuple of elements of ¢, the number of elements of g which belong to a certain
v € Dis:
Y Hee(8) ()

verl(y)
In particular, a tuple g represents an orbit which belongs to 71oCHury (G, D, n¢) if and
only if:

— The size of g is n[g].

—(g)=¢

— n(g) = 1if X = P}(C).

Theorem:
Growth
|toCHur% (G, D, ng)|

123

of



124 COUNTING COMPONENTS OF HURWITZ SPACES

— For all v € D, the (G, ¢)-multidiscriminant ¢ of g satisfies:

Y uce(8)() =né(y).

Yer () B

This suggests defining likely maps, i.e. maps D* — {0,1, ...} which are likely to be
the (G, ¢)-multidiscriminant of an element of 79CHurx (G, D, n¢):

Definition:
Definition 4.4.3. Letn € N. Amap ¢ : D* — {0,1,...} is a likely map of degree n if: Likely map
Y ¢0) =nily)
rerH(7)
for all v € D. We denote by £, (G, D, §) the set of all likely maps of degree n.
In this way, we can describe 1oCHury (G, D, n¢):
Proposition:
Proposition 4.4.4. The set 1oCHury (G, D, ng) is the set of elements x € Compy(G,c)  Multidiscriminants  are
such that (x) = G, deg(x) = n || and uc.(x) € L,(G,D,¢). likely maps
Remark:

Remark 4.4.5. Likely maps form a submonoid of ZP":

L(G,D,¢) =P L.(G,D,¢).

n>0

The monoid of likely maps

Another way to state Proposition 4.4.4 is the following: Compy (G, D, §) is the preim-
age of £(G,D,¢) by the morphism of monoids g, : Compy(G,c) — ZP’ (though
one has to be aware that the degrees are divided by |]):

Compy(G,D,&) —— L(G,D,¢)
[ I

D*
Compy (G, c) e z

We now count likely maps:
) ) ] Proposition:
Proposition 4.4.6. We have the following asymptotical equivalence: The count of likely maps

I (O LCL TS
1£a(G,D, )|~ (7611) (= (7)| - 1)! '

Proof. To determine a likely map of degree 11, one must choose for every conjugation-
invariant subset v € D a way to divide nZ(y) into the |7!(y)| conjugacy classes
that make up 7. Therefore, |£,(G, D, ¢)| is equal to the number of such possibilities,

n(y) + e ) 1
[ ( 1) —1 >

yeD

which is given by:

When 7 is large enough, this expression is equal to a polynomial in n of degree:

L] ' ()

yeD

— D[ = |D*| - |D| = Q(D)

(] -1)-

YyeD

and of leading coefficient:

Gyl @I
=

This concludes the proof. O
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4-4.2. Proof of the lower bound on |7gCHur (G, D, n¢)|

To obtain the desired lower bound on |7gCHurx (G, D, n{)|, we show that likely maps
are not much more numerous than components by associating to every likely map a

component.

' Proposition:
Proposition 4.4.7. We have the following lower bounds for | t(oCHury (G, D, ng)|: Lower bounds in Theo-

rem 4.4.2

(i) If X = AY(C), then nP) = o( |oCHur% (G, D, né)| )

(ii) If X = PY(C), then nP) = o( |moCHur% (G, D,exp(G) n )| )

Proof. First fix a tuple h representing an element of Compy(G,D,¢) of group G,
which is possible by Proposition 3.2.22. Denote by r the degree of this element.

For each conjugacy class v € D*, choose an arbitrary element 7 € . If ¢ €
L, (G, D,¢) is a likely map of degree n, define the following tuple, where the concate-
nation happens in an arbitrary order:

8, = ]—[*(%%- )
yeD* TV
¥(e)
The (G, ¢)-multidiscriminant of 8 is . So @1/) is a tuple of group G and of (G, c)-
multidiscriminant ¢ + pg (h) € Ln,4+(G,D, ).
Foreach ¢ € L,(G, D, ), the tuple h&p represents an element of 77oCHur’,, © (G,D, (n+

r){), and these tuples are pairwise nonequivalent for various maps ¢ since they have
distinct multidiscriminants (cf. Proposition 3.3.8 (iv)). This proves the lower bound:

‘NOCHurjAl(C)(G, D, (n+1)&)| > |£.(G, D, )] .
Coupled with Proposition 4.4.6, this implies point (i).
G
Now consider the tuple (@gw)exp( ), whose product is one. For each ¢, this de-

fines an element of 7oCHurp, © (G,D,exp(G)(n+r)¢) with (G, ¢)-multidiscriminant
exp(G) (¢ + pg,c(h)). Similarly, we obtain the lower bound:

| MCHur}1 ) (G, D, exp(G) (n +1)E)| > |£4(G,D,8)],

which implies point (ii) when coupled with Proposition 4.4.6. O

4.4.3. The factorization lemma

We prove the factorization result Lemma 4.4.8, which is a generalized version of
[EVW16, Proposition 3.4]. This will come in handy to minimize redundancy when
counting components.

Lemma:
Lemma 4.4.8. Let g € G" and g’ € G" be tuples of elements of G. Assume: The factorization lemma
, Generalization of [EVW16,
_ <g > =G Proposition 3.4]

— If v is a conjugacy class of G and n(vy) is the number of elements of g belonging to vy, then
either n(7y) = 0, or there are at least |7y| ord(7) + n(y) elements of g’ belonging to .

Then there exists a tuple g € G"™" satisfying < g" > = G such that g' is equivalent to the
product g g".
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Note that if g and g’ are tuples of product 1, then any g” such that g’ ~ g ¢" is also
a tuple of product 1.

Proof. We start by factoring the first element g; of the tuple g. Let <y be the conjugacy
class of g1 in G. By hypothesis, there are at least |y|ord(vy) + 1 elements of ¢’ which
belong to 7. So some hy € 7 appears at least ord(-y) + 1 times in g’. Using braids,
move ord(y) + 1 copies of hy in front: B

g/ ~ (h1/ . '/hl/hllkll' . -/kw)~
= ———
ord(7y)

The tuple (hy,kq,. .., ky) still generates G. Now use Proposition 3.3.11 (vi) to con-

jugate the block (hy,...,h1), whose product is 1, by an element v € G such that
——
ord(7)
h] = g. This yields:
g/ ~ (81/ . '/gllhllkl/ .. -/kw)~
= —_———
ord(y)

We have factored g; from g’. Now, we have to factor g, from the tuple:

(gl/ ey gll h],k],. . -/kZU)'
N———
ord(y)-1

This tuple satisfies the same hypotheses as ¢’, except that it has one less element from
the class . Since there is also one less element of 7y to factor, we may factor g, and
similarly for g3,94,...,8r. O

Let « be the maximum value of |y|ord(y) over classes v € D*. We have ¥ <
|G|exp(G). For ¢ € ZP" and y € D*, let:

N@)(7) = {1 () =1

0 otherwise

This notation lets us rewrite (a slightly weaker version of) Lemma 4.4.8 using (G, c)-
multidiscriminants:

Corollary 4.4.9. Let x,y € Compy(G,D,¢), with (y) = G. If ucc(y) > pge(x) +
kN (pGc(x)), then there exists a component z € Compy (G, D, ) such that y = zx and
(z) = G.

4-4.4. Proof of the upper bound on |71oCHur% (G, D, ng)|

In this subsection, we prove Proposition 4.4.11, which is the upper bound in Theo-
rem 4.4.2. If ¢ is a map D* — {0,1,...}, we denote by Fy the set of elements of
Comp 51 ) (G, c) of group G whose (G, ¢)-multidiscriminant is ¢. This is a finite set.

Lemma 4.4.10. There is a constant K such that for every map ¢ : D* — {0,1,...}, the
cardinality of Fy is at most K.

Proof. Let « be as in Corollary 4.4.9, and define K as the maximal value of |F¢’ taken
over maps ¢ : D* — {0,1,...} such that max(¢) < «. This number is finite since there
are finitely many maps ¢ : D* — {0, 1,...} for which max(¢) < «, and for every such
i there are finitely many components whose (G, ¢)-multidiscriminant is .

We prove that |Fy| < K for all maps ¢ : D* — {0,1,...}, by induction on max(¢):

Corollary:

The factorization lemma
in terms of multidiscrimi-
nants



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 127

— If max(y) < x, then K > |F¢| by definition.

— Let p be amap D* — {0,1,...} such that max(¢) > «, and assume ‘FI/J’ < K for

every map ¢’ : D* — {0,1,...} such that max(y') < max(y).

Let cy,...,cr be the elements of D* at which 1 takes its maximal value. For each
i€ {l,...,r}, let g; be an element of ¢;. This defines an r-tuple g= (81,---,8r)-

Notice that yg.(g) takes the value 1 exactly where ¢ is maximal, and takes the

value 0 otherwise. Therefore:

¥ > max(P)uc,e(g)

> (T+x)pce(g)

= 16,e(8) + 7N (pe(g)) -

By Corollary 4.4.9, we can factor the component represented by g from any com-
ponent of group G whose multidiscriminant is 1. This means that concatenation
with g induces a surjection:

Fppeelp) = By
Note that ¢ — jig(g) is a map D* — {0,1,...} whose maximum is max(¢) — 1.

Finally, using the induction hypothesis:
Byl < [Fypeuo| <K -

Proposition 4.4.11. We have |ryCHury (G, D, ng)| = O <nQ(D)>_

Proof. Since nOCHurl’l‘ﬂ(C)(G, D, n@‘)‘ < ‘NOCHur’EAl(C)(G, D,ng)|, it is enough to

prove the result when X = A!(C). It follows from Proposition 4.4.4 that:

moCHur’y © (G,D,n¢) = |_| Fy.
$€Ln(G,D,Z)
Finally:
ﬂoCHur%](C)(G, D, n(;")‘ = Z |F¢‘
$€Ln(G,D,E)

< |L4(G,D,)| xK by Lemma 4.4.10

=0 (nQ(D)) by Proposition 4.4.6.
This concludes the proof. O

4.5. ASYMPTOTICS OF THE COUNT OF COMPONENTS OF CHur (G, D, n¢).
PART 2: THE LEADING COEFFICIENT

The setting is the same as in the previous section (Section 4.4): we choose G, D,c,¢
and define D*, 7, (D) in the same way.

In this section, we obtain additional information on the leading term of the count of
connected components of CHury (G, D, n¢) as n grows, in two situations. In Subsec-
tion 4.5.1, we prove Lemma 4.5.1, which implies that the bijection of Theorem 3.4.38
concerns “most” elements of the ring of components. In Subsection 4.5.2, we prove
Theorem 4.5.3, which is the case X = A!(C). For the case X = P'(C), Subsec-
tion 4.5.3 contains general results, Subsection 4.5.4 addresses the situation where H is
a non-splitter, and Subsection 4.5.5 focuses on the case § = 1.

Proposition:
Upper bound
rem 4.4.2

in  Theo-
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4.5.1. Most components are M-big

Let M be a constant as in Theorem 3.4.38, i.e. such that M-big components (Defini-
tion 3.4.39) of group G are characterized by their (G, ¢)-lifting invariant.

Lemma 4.5.1. For n € IN, denote by FQ’I'S'”””(G, D,ng) the set of components
x € Compy (G, D, () of group G and degree n such that min (¢ (x)) < M. Then:

F)I}/I-small(G, D, 1/1(;‘)‘ -0 (nQ(D)l) ]

This should be compared with the result of Proposition 4.4.6: as n grows, an arbi-
trarily high proportion of all components are M-big.

Proof. Let us count the number of likely maps ¢ of degree n such that min(y) > M.
To fix such a likely map, for each v € D, we first put aside M occurrences for each
of the ’T_l(')/)’ conjugacy class which 7y consists of. Then, for each v € D, we have
to choose how to split the né(y) — M |t~1(y)| remaining occurrences between the
|77 1(7)| conjugacy classes that 7 consists of. The number of ways to do so is:

I ((ncm -M[e )] ) + ) —1) ,

yeD ’T_l(’)/)|—1
which we rewrite as:

I (ncm + (1= M) [ ()] - 1) .

= [Tt -1

For n large enough, this is equal to a polynomial of same degree and same leading
coefficient as |£,(G, D, ¢)| (cf. Proposition 4.4.6). So the number of likely maps ¢

satisfying min(¢) < Misa O (nQ(D)_1> . It now follows from Lemma 4.4.10 that:
’F)]é/l-small(cl D,n@)’ — O(nQ(D)1>. [

4.5.2. The case X = Al(C)

Proposition 4.5.2. Let ¢ € ZP" be a likely map such that min(y) > M. The number of
elements of Comp a1 ¢ (G, D, §) of group G whose (G, c)-multidiscriminant is i is given
by:
Gl [H2(G, )|
|G|

Proof. By Theorem 3.4.38, the components of group G and multidiscriminant i are
in bijection with the elements of U(G,c) whose image in ZP" is 1. Recall from

Theorem 3.4.44 that U(G,c) is isomorphic to the group S, x ZP". Therefore the
Ga

elements of U(G, c) whose image in ZP" is ¢ are in bijection with the elements of S,
whose image in G? is 77(1). Recall that S, fits in an exact sequence:

1— Hy(G,¢c) > S — G — 1.

Lemma:
Most components are M-
big
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In particular, each lift of 77(¢) in G, of which there are |G|/ |
exactly |Hy(G,c)| elements of S.. We can conclude: the number of components of

group G and multidiscriminant ¢ is:

1G] |Ha(G, ) .
|G|
Theorem 4.5.3. We have the following asymptotical equivalence:
: GIHA(G,0) 17 EnI T WY o)
moCHur (G,D,ng)| ~ n .
AL(C) n—soo ‘Gub| g —1(q)] = 1)!
Proof. By Proposition 4.4.4, we have:
nOCHurZM © (G,D,ng) = |_| Fy.
peLn(G,D,)
So:
|moCHury ) (G, Dne)| = Y[Ryl + FAGEI(G, D, ng).
min () >M
Apply Proposition 4.5.2 and Lemma 4.5.1 to obtain:
. G| |Hz2(G,c -
|moCHury s ¢ (G, D,n8)| = [£4(G, D, )| ||||GZ(b|) +0 (n0<D> 1) .
We conclude using Proposition 4.4.6. O

4.5.3. Really-likely maps

Let us observe an obstruction for a given likely map to be the (G, c)-multidiscriminant
of a component of CHurp, ©) (G, D, n¢). Recall from Definition 3.4.31 that there is a
morphism 7 : ZP" — G such that 7(jig.(x)) is the image in G of 7r(x), for each
x € Comppicy(G,D,¢). Hence if x € Compp (G, D, §) = ker(7), it is necessary
that pc c(x) € ker (7). This motivates the following definition:

Definition 4.5.4. A really-likely map is a likely map ¢ € L£(G, D, ) such that 77(yp) = 1.

Once again, fix a value of M as in Theorem 3.4.38. We show that the obstruction
observed above is the only obstruction as soon as min(y) > M, and we determine
the exact number of components whose (G, ¢)-multidiscriminant is ¢:

Proposition 4.5.5. Let ¢ € ZP" be a really-likely map satisfying min(y) > M. Then
 is the (G, c)-multidiscriminant of exactly |Hz(G, c)| elements of Compp ¢)(G, D, ¢) of
group G.

Proof. By Theorem 3.4.38, the elements of Compp: (G, D, ¢) of group G with mul-
tidiscriminant ¢ are in bijection with the elements of U;(G,c) whose image in ZP"
is . Recall from Corollary 3.4.45 that U; (G, c) is isomorphic to the direct product
of Hy(G,c) and of the subgroup ker(7) of ZP" consisting of elements whose image
in G is 1, which is the case of really-likely maps. It follows that the elements of
U, (G, c) whose image in ZP" is ¢ are in bijection with the elements of Hy (G, c). This
concludes the proof. O

The main remaining task, in order to count components of group G and of degree n
precisely, is to count really-likely maps of degree n.

Theorem:

Asymptotics of  the
count of components of
CHury, © (G,D,n¢)
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4.5.4. Situation 1: The non-splitting case

In this subsection, we focus on the case ()(D) = 0. In this case, the elements of D
are conjugacy classes, i.e. D = D*, and 7 is the identity map. For every n € IN there
is exactly one likely map of degree n, namely ng. Whether it is a really-likely map
depends only on the order k of the element 77(¢) € G?:

k % ord (72(2)) .
This integer can be computed explicitly in concrete situations. For every n, either 7 is
not a multiple of k and then there is no component of CHur]’I‘,l(C) (G,D,n{),ornisa
multiple of k and then there is exactly one really-likely map of degree n. As soon as
n > M, this map takes only values > M, thus Proposition 4.5.5 implies the following
result, which gives the exact value of the count of components of CHurp, ©) (G,D,ng)

for n large enough:

Proposition 4.5.6. For n € IN, we have:

. 0 ifn & kN
CH G,D, = , . .
70T (C)( ’ n{f)’ {| Hy(G,c)| otherwise, provided n > M

In particular, an average order of ’noCHurﬁ;l © (G,D,n¢)| is given by the constant
% |H2 (G, C) |

4.5.5. Situation 2: When || =1

In this subsection, we discuss the case where D is a singleton {c}, and {(c) = 1, i.e.
we are counting elements of Compp ) (G, c) of group G and degree n.

Let ¢y, ..., cs be the elements of D*, with s = Q(D) + 1. In this situation, multidis-
criminants and likely maps are s-tuples of integers. If ¢ € Z°, we let as above:

7(y) = T1@)*0.

Lemma 4.5.7. The morphism 7t : Z° — G is surjective.

Proof. Consider an element § € G and fix an arbitrary lift ¢ € G. Since ¢ gener-
ates G, g factors as a product g; - - - g, of elements of c. Let ¢ € Z° be the map that
counts for each i = 1,...,s the number of elements of ¢; in this factorization. In Gab,
we have g = 7T(). O

Proposition 4.5.8. As n — oo, the number of really-likely maps of degree < n is asymptoti-

cally equivalent to:

nS

|G| st

Proof. Let A = exp(G?). For any ¢ € Z°, the value of 77(¢) depends only on the
class of ¥ in (Z/AZ)*. Since 7 is surjective by Lemma 4.5.7, the induced morphism
7t : (Z/AZ)* — G? is surjective too; hence, its kernel is of cardinality:

AS
|G|

Proposition:

Exact formula for the count
of components of high de-
gree in the non-splitting
case

Proposition:
Estimate of the count of
really-likely maps
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Let X, be the subset of {0,1,...}® defined by the condition x; +xp + - -+ + x5 < n.
This is the set of likely maps of degree < n. Consider some a = (ay,...,45) €
(Z/AZ)*. For eachi = 1,...,s, denote by b; the element of {0,...,A — 1} whose
class modulo A is 4;. Then:

s s s
b; + kA = (Z bi> + (Zkl) A.
i=1 i=1 i=1

Let S(a) = Y_;_; b;. The number of elements of X,, whose projection in (Z/AZ)® is
is given by the number of nonnegative integers ki, ..., ks whose sum is smaller than

a
TWTS(EW' ie.:
(1)
) .

For n large enough, this expression is equal to a polynomial of leading term % (%) ’
Putting everything together, the number of really-likely maps of degree < n, i.e.

the number of elements ¢ € X, such that 77(¢) = 1, is asymptotically equivalent as
n — oo to:

A 1 (z)s " 0
|Gab| st \A/ T |Gab] st
. Corollary:
Corollary 4.5.9. We have: Asymptotics of the count of
Gand
n |Hy (G, ¢)| n® components of group
Z NOCHur]’f,l(C)(G, {C},k)‘ n:oo W degree <n
k=0 :

In particular, an average order of ‘NOCHurﬁ;l (© (G, {c}, n)‘ is given by:

|Ha(G, )| n* 1
Gl 1

Proof. Start by separating components according to their multidiscriminants:

n
Y moCHurg ¢ (G, {c},k)‘ = Y R+ Y |FR-
k=0 1 really-likely 1 really-likely
of degree <n of degree <n
min(y)>M min () <M

Now, apply Proposition 4.5.5 and Lemma 4.5.1 to obtain:

n
2
k=0

nOCHur]’l‘,l(C) (G, {c},k)‘ = ) |H2(G,c)| + 0O <n5—1>_

1 really-likely
of degree <n

Finally, using Proposition 4.5.8:

n

)3

k=0

nOCHur]}*Dl(C)(G,{c},kw = <|GTbS|S' +o (yﬁ)) |Ha2(G,c)| + O<n51>

N |H2(G,c)| n®
|GaP| 5!
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Remark 4.5.10. It follows from Lemma 5.4.4 (applied to the subalgebra k + Iz of
Rp1(c) (G, ¢)) that there is a finite list of polynomials Qy, ..., Qw_1 such that, for m €
{0,...,W —1} and n big enough, we have ’HOCHur]‘;l(C)(G, {c}, Wn+m)| = Qu(n).
Form =0,...,W — 1, define the polynomial:

Q) = 0 (")

so that |7roCHurj, C)(G {c},n ‘ = Qu(n) if n is big enough and congruent to m

modulo W. We show in Lemmas 5.4.5 and 5.4.6 that the polynomials Q,, have degree
<'s—1. Let g, be the coefficient in front of n°~ Lin Qm This coefficient may be zero,
but it is always nonnegative, and it is nonzero for m = 0. A Cesaro-like argument
shows that:

n

)3

i=0

7oCHurp ) (G, e}, )|~ ( qu> "

This equivalence, together with Corollary 4.5.9, gives the “average leading coefficient”
in terms of group-theoretical data:

1 (G, )|

W L An = G| (s

A noteworthy particular case is when all non-factorizable elements of
Complpl(c)(G, c) have the same degree d. We can then take W = d and we

haveqy #0,q1 = g2 = ... = q4_1 = 0. Then:
_ d|Hy(G,c)]
0 |Gab| (S—

In this case, o (G, {c}, n)‘ is accurately described by:

‘noCHur]’l‘,l(C)(G, {c},n)‘ - 0if n ¢ dN

& |H(G,0)|

[ToCHUL o) (G {chdn)| [G®[ (s —1)!
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Summary of the chapter

IN THIS CHAPTER, we study various aspects of the set of geometric points of
the spectrum of the ring of components. The main results are a partition of the
spectrum (Proposition 5.1.3), a computation of the dimension of the subsets
in that partition (Theorem 5.1.4), and a complete description of the spectrum
under specific hypotheses (Theorem 5.5.13).

The content of this chapter is largely taken from the preprint [Seg22].
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Au début, on crut que Tlon était un pur chaos, une irre-

sponsable licence de 1'imagination ; on sait maintenant que

c’est un cosmos, et les lois intimes qui le régissent ont été
formulées, du moins provisoirement.

— J. L. Borges (trad. P. Verdevoye),

Tlon, Uqbar, Orbis Tertius, in Fictions, 1944.

5.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS

For the whole chapter, G is a finite group, D is a set of nontrivial conjugacy classes of
G, and ¢ isamap D — {1,2,...}. We fix an algebraically closed field k of character-
istic relatively prime to |G|.

We denote by R the ring of components Rp1 ) (G, D, ¢) (Definition 3.4.12), which
is a commutative graded k-algebra of finite type (Proposition 3.4.6, Corollary 3.4.18).

5.1.1. Introduction

Since R is a commutative k-algebra, we can consider its spectrum Spec(R), which is a
k-scheme. The growth of the number of components of Hurwitz spaces corresponds
to the Hilbert function of the graded ring R. Hence, this combinatorial information is
related to geometric properties of the spectrum, such as dimensions and degrees of
subschemes. This was our initial motivation for the geometric study of this spectrum;
along the way, we discovered various phenomena which this chapter attempts to
describe. The goal is to better understand rings of components — and, ultimately,
Hurwitz spaces.

The geometric study of rings of components of Hurwitz spaces has been a source
of fruitful interrogations concerning components themselves: for example, the proof
of Theorem 5.1.4 has led us to study nilpotent elements of the ring of components
(Section 5.3) and consequently torsion in the monoid of components. The study of
torsion in the monoid of components is the analog of the following question when one
focuses on components instead of covers: how often does it happen that polynomials
Py(x,t) and P(x, t) define non-isomorphic covers, but the polynomials P (x, ") and
Py(x,t") define isomorphic covers? This is a question which we would not have
considered were it not for its geometric relevance for the spectrum.
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Remark 5.1.1. The ring R is a graded k-algebra, and thus it may seem curious to look at
Spec(R) instead of Proj(R). As we have discussed in Remark 3.4.20, non-factorizable
components need not all have the same degree. Therefore, the ring of components
may be a non-standard graded algebra. This means that its Proj lies in a “weighted”
projective space, whose k-points form the quotient of kN \ {0} by the following action
of k*:

/\.(Zl, .. .,ZN) = (Adlzl, .. .,)\dNZN)

where N is the number of non-factorizable components and the integers d; are their
respective degrees. Weighted projective spaces may be embedded in usual projec-
tive spaces of higher dimension [Hos20, Theorem 3.4.9], but we work with Spec(R)
instead of Proj(R) to avoid dealing with these issues.

We abusively use the word “spectrum” to refer to the set Spec(R) (k) of the k-points
of the spectrum of R, i.e. the set of morphisms of k-algebras from R to k, equipped
with the Zariski topology. This choice is in part justified by the fact that the ring of
components is « not far from being reduced », as we shall see in Section 5.3.

5.1.2. Main results

We denote by Z the order-reversing map which takes an ideal I of R to the corre-
sponding closed subset Z(I) of Spec(R)(k). We use 0 to denote the single point of
Z(w) (the irrelevant ideal @ is maximal, cf. Proposition 3.4.22). We also define the
subsets #(H) of Spec(R)(k), using the ideals from Definition 3.4.23:

Definition 5.1.2. For every subgroup H of G, the set 7¢(H) is the following subset of
Spec(R) (k):

e (H) € Z(15)\ Z(In).

The sets yz(H) are neither open nor closed in general, and so they do not corre-
spond to obvious algebraic objects. The following proposition is a first indication of
their relevance:

Proposition 5.1.3. The sets vz(H) form a partition of Spec(R)(k):

Spec(R)(k) = || 7z(H).
HeSubg p

Proposition 5.1.3 follows from the more general Theorem 5.2.3 by setting H = G in
the equality concerning Z(I};). This proposition implies that it suffices to describe all
the subsets yz(H) to describe the whole spectrum.

Let H be a nontrivial D-generated subgroup® of G. The integer dim yz(H) is the
topological Krull dimension® of the set v#(H), equipped with the subspace topology
inherited from the Zariski topology on Spec(R) (k). We relate this Krull dimension to
the splitting number Q)(Dp) from Definition 4.2.3:

Theorem 5.1.4. The dimension dim yz(H) is equal to Q(Dy) + 1.

The proof of Theorem 5.1.4 is the focus of Section 5.4. Note that the dimension
of 7¢(H) does not actually depend on ¢, but only on D.

In Subsection 5.4.5, we discuss further connections between group-theoretic, com-
binatorial and algebrogeometric quantities: the second group homology of H, which
we have related to the growth of the number of components of group H in Section 4.5,

Definition:
The subset vz (H)

Proposition:
P A partition of the spec-
trum

* cf. Subsection 3.2.6
2 [Stacks, Definition 0055]

Theorem:

P The dimension of yg(H)
in terms of the splitting
number
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is connected with the degree of the subset z(H) seen as embedded in projective space,
when all non-factorizable components have the same degree.

In Section 5.5, we approach the spectrum of the rings of components more “di-
rectly”: we make strong assumptions on the ring of components and describe parts
of its spectrum explicitly. The main theorem of that section is Theorem 5.5.13, which
describes the k-points of the spectrum of the ring of components under constraining
hypotheses. We do not reproduce the statement here because it relies on a lot of
terminology.

5.1.3. Outline of the chapter

This chapter is organized as follows:

— In Section 5.2, we prove Theorem 5.2.3, from which the partition of the spectrum
into parts associated to subgroups to G follows (Proposition 5.1.3).

— In Section 5.3, we show that the ring of components satisfies a weak asymptotic
form of reducedness (Theorem 5.3.1): most elements of high degree are not nilpo-
tent. The proof relies on the lifting invariant presented in Subsection 3.4.7. We also
make use of standard results from model theory, namely Los’s theorem and the
completeness of the theory of algebraically closed fields of characteristic 0.

— In Section 5.4, we prove that the Krull dimension of the subset z(H) of Spec(R) (k)
is one more than the splitting number (Theorem 5.1.4). In Subsection 5.4.5, we
discuss the degree of yz(H). The proofs use the results from Chapter 4.

— In Section 5.5, we describe the points of the spectrum of the ring of components
seen as embedded in an affine space under specific hypotheses (Theorem 5.5.13).
These results are applied in Chapter 6 to the case where G is a symmetric group.

5.2. A PARTITION OF THE SPECTRUM

In this section, we prove the partition of the spectrum proposed in Proposition 5.1.3.
More precisely, we prove Theorem 5.2.3, which is more general. We first restate some
of the properties from Proposition 3.4.24 geometrically:

Proposition 5.2.1. The closed subsets Z(Iy), Z(1};), Z(Ju) and Z(J§;) (defined using the
ideals from Definition 3.4.23) satisfy the following properties:

(i) For every subgroup H of G, we have the inclusions:

Z(I )€ Z(Iy)  ZUg) <€ 2(1y)
€ Z(Ilu)  Z(n) € Z(Jf)
These inclusions are strict if and only if H € Subg p (cf. Definition 3.2.20).
(ii) An inclusion H C H' between two subgroups of G induces inclusions between the corre-
sponding closed subsets:
Z(Ig) C Z(Iy) Z(1)

C Z(1%,)
Z(Ju) € Z(Jw) 207 €

Jir)
ie. the maps H — Z(Iy), Z(1};), Z(Ju), Z(J};) are all order-preserving.

Z
Z

Proposition:

Properties of the closed sub-

sets Z(Ip), Z(I}y),

and Z(J§;)

Z(Jn)
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(iii) We have

(iv) For every subgroup H of G:
Z(Ify) = Z(In) U Z(Jf) Z(Ju) = Z(Ia) N Z(Jgr)-

(v) For every subgroup H of G:

Z(Iy)= (1 Z(w) z0m) = U ZUg)
H'DH H'CH
H,ESEbG,D H/ESEbG,D

(vi) For every subgroups Hy, Hy C G:
Z(Lipn b)) = Z(Imy) U Z(Iny) Z(Jmnn,) = ZUm) N Z5,)-

Proof. Follows directly from Proposition 3.4.24. The strict inclusions in point (i) de-
serve a careful look. For example, to prove that the inclusion Z(I) C Z(Ij;) is strict,
we need /Tj; € +/Iy. Let H € Subg p. Any component of group H (which exists
by Proposition 3.2.22) is in /Ip, and its powers are components of group H and thus

are never in Ij;. Hence /Iy # /I};. O

We recall Definition 5.1.2:

Definition 5.1.2 (recalled). For every subgroup H of G, the set yz(H) is the subset Definition 5.1.2  (re-
Z(I1;) \ Z(1n) of Spec(R) (k). called)

For example, 7¢(1) = {0}. By Proposition 5.2.1 (i), the set yz(H) is nonempty if
and only if H € Subg p. Moreover:

Proposition:
Proposition 5.2.2. For every subgroup H of G, the set yz(H) is equal to Z(J;) \ Z(Jn). Another  description  of
Proof. 7e(H)
Ye(H) = Z(If;) \ Z(Igr) by Definition 5.1.2
= (Z(Ig)VZ(J5) \ Z(Iy) by Proposition 5.2.1 (iv)
= Z(Ji) \ (Z2(Ie) N Z(J11))
=Z(JH\Z(Jn) by Proposition 5.2.1 (iv).
O
We finally prove Theorem 5.2.3:
Theorem:
Theorem 5.2.3. For every subgroup H of G, we have the following equalities: Various closed subsets of
the spectrum are made of
zim)= L] wH) 2(1jy) = N n(H) el
H’ESUbG/D H’ESubG,D
H not contained in H' H not strictly contained in H'
L 7e(H) Z(Ji) = | ve(H).

H'CH H'CH
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Proof.

— We first prove that the sets 7#(H) are disjoint. Consider two distinct subgroups
H,H € SubG,D.

— Assume first that neither of H and H’ is a subset of the other, and let | =
ve(H) Nvz(H'). Then H = (H, H') is strictly larger than both H and H'. Since

Z(If) € Z(Ig), we have v¢(H) C Z(Ig).

The same holds for H' and thus

] € Z(Ig). But then Z(I5) \ ] is a subset of Z(I5) containing both Z(I}) and
Z(Igp). Since Z(Ig) = Z(Iy) U Z(I), this implies | = 0.

- Now assume instead that H C H'. The set 7¢(H) is contained in Z(I};) and
therefore in Z(Iy). Thus v¢(H') = Z(I},) \ Z(Ipy) has an empty intersection
with y¢(H).

— Let us prove, by decreasing induction on the size of a subgroup H € Subg p, that:

Z(Iy) =

U

ve(H')

H/ESubG,D
H'DH

Let H € Subg p and assume every H' € Subg p of bigger cardinality satisfies the
equality above. Then:

Z(In)" =

(Z(If) \ 7e(H))¢ by definition of v¢#(H)
c
(\ ZUw) | Ure(H) by Proposition 5.2.1 (ii)
H'2H
H’GSubG,D
U (@) | Ure(H)
H'2H
HIGSubc'D
U U  7(H") | Ure(H) by induction hypothesis
H/QH H'DH'
H’ESubG,D HHESubG,D
U () | Ure(H)
H'2H
HIGSubG,D
U 7H)
H'DH
H’GSubG,D

This concludes the induction. The case H = 1 gives:

Spec(R) (k) = Z(1)° =

Ll ve(H).

H/ESubG’D



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 139

Finally:

Z(Ig) = Spec(R) (k) \ Z(Ix)*

:( L %:(H’))\ Ll 7e(H)

H’eSubG,D H/Q_H
H'eStbe,p
= L] ve(H').
H/eSubG,D
H not contained in H’
Since Z(Iy)* = Z(Ig) U v¢(H), it follows that:
Z(I) = L] Ye(H').

H’ESubG,D
H not strictly contained in H’

— Let us prove, by increasing induction on the cardinality of a subgroup H € Subg p,
that:
ZUm = U e(H)
H'CH
H’GSubG,D
Let H € Subg p and assume every H' € Subg p of smaller cardinality satisfies the
equality above. Then:

Z(J§;) = ve(H) U Z(Ju) by Proposition 5.2.2
=:(H)U U zuiy) by Proposition 5.2.1 (ii)
H'CH
H’ESubG,D
=y:(H)U U U 7e(H" by induction hypothesis
H'CH H'CH'

H’ESabC’D H”ESTIbG/D

=7:(H)U U  1:(H)

H'CH
H'€Stbg
/
= U eH).
H'CH
H/EsubG,D

Since Z(Jy) = Z(J;) \ 7¢(H), it follows that:

Zuw) = | 7e(H). O
H'CH
HIGSubG,D

Remark 5.2.4. We can state Proposition 5.1.3 algebraically: if m is a maximal ideal of R,
then there is a unique subgroup G(m) € Subg,p such that m contains I}, (m) but does
not contain Ig(y).

Remark:
Algebraic form of Proposi-
tion 5.1.3
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5.3. ON NILPOTENT ELEMENTS OF THE RING OF COMPONENTS

The goal of this section is to prove Theorem 5.3.1, which states that the ring of com-
ponents satisfies a weak asymptotic form of reducedness. We need Theorem 5.3.1 for
subsequent results: since k-points of the spectrum do not distinguish between ideals
and their radical, reducedness-like results ensure that the geometry of the spectrum
does not miss too much information.

In the whole section, we fix a nontrivial D-generated subgroup H of G. For n €
N, denote by R, i the k-vector space spanned by components of group H and of
degree 1, and by N,, g the subspace of R, gy consisting of elements nilpotent in R. We
can now state the theorem:

Theorem 5.3.1. dim; N, gy = O (nQ(DH)_1>.

This should be compared to Theorem 4.4.2 (ii), which says that dimy R,y =
Ot <nQ(D H )) . We deduce from this comparison that, in some sense, most high-degree

elements of R are not nilpotent. The methods used for the proof are diverse:

— The main tool is Lemma 5.3.2, a result about the monoid of components. The proof
involves the lifting invariant from [EVW12; Woo21], which we have presented in
Subsection 3.4.7.

— The case of characteristic p is Corollary 5.3.3, which follows from the properties
of the Frobenius morphism. We first focus on positive characteristic because it is

2

tricky to prove that a sum is not nilpotent: if x is a sum of #n terms then x* is a sum

n . ..
of n+ 5 terms, and it is hard to ensure that these additional terms do not cause

unexpected cancellations. A way to get rid of the extra terms is to assume 2 = 0.
Then, one just has to ensure that the powers of the original terms do not cancel.

— The case of characteristic 0 is Corollary 5.3.4. We deduce it from the case of positive
characteristic using classical results from model theory.

5.3.1. Torsion in the monoid of components

Let cy be the union of the conjugacy classes of Dy. We use the notation from Subsec-
tion 3.4.7. In particular, we fix a constant M = My ¢, as in Theorem 3.4.38. We prove
the following lemma, which implies that the monoid of components is « not far »
from being torsionfree (a monoid is torsionfree if x* = y" for n > 1 implies x = y):

Lemma 5.3.2. Let 8y 8 € H" be two n-tuples such that ng, = 18, = 1 and <§0> =

<gl> = H. Assume that, for some integer p € IN coprime with |G|, the tuples gg and gf
are equivalent. Assume moreover that every conjugacy class oy € Dy occurs at least M times
in Sy Then the tuples 3, and 8, are braid equivalent.

Proof. Since gg and gf are equivalent, the tuples g, and g, have the same (H,cn)-
multidiscriminant, whose coordinates are all > M. By Theorem 3.4.38, the map
Iy, is injective when restricted to tuples whose (H,cy)-multidiscriminant ¢ sat-
isfies min(¢) > M, so it suffices to prove that H(go) = H(gl).

Since 7rg = 71g, =1, the elements H(go) and H(&) commute, and since &;)7 ~ gf,
their p-th powers are equal. It follows that I1(g, O)H( 8, )~!is an element of p-torsion of

Theorem:

There are few high-degree
nilpotent elements in rings
of components.

Lemma:

The monoid of components
is not far from being
torsion-free
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Uy (H, cy), with trivial image in ZPH. By Corollary 3.4.45, this element corresponds to
some element of p-torsion in Hy(H, cpy). Since Hy(H, Z) is of |H|-torsion, its quotient
Hy(H,cpy) is of |H|-torsion too. Since p is coprime with |H|, there is no nontrivial
p-torsion in Hp(H, cpy). We conclude that H(EO)H(&)_l =1land finally g ~g . O

5.3.2. The case of positive characteristic

By Lemma 4.5.1, we know that there is a constant C such that the number of compo-
nents x € Compyp: ¢ (H,Dpy, ¢y) of group H and degree n whose multidiscriminant

¢ satisfies min(¢) > M is bounded above by C - n®(Pr)-1,

Corollary 5.3.3. Assume the characteristic of k is positive and coprime to |G|. Then, for all
n € IN:
dimy N, g < C - nQPr)-1,

Proof. Fix some n € IN. Let u” be the k-linear map R, g — Rypr,g induced by x — xV'
on components. We deduce from Lemma 5.3.2 and Lemma 4.5.1 that, for all r € IN:

dimy ker(u") < C - nPr)-1,
Choose a basis x1,...,xp of N, g, and complete it into a basis:

X1,-«-, XD, XD+1,+ -+, XD/
GNM,H

of R, y. Note that D = dim N,, y and D’ = dim R,, ;. Express the vectors x1, ..., xp
in the basis my, ..., mp of R, g given by all components of group H and of degree n:

D/
X; = 2 )\l’]m]
j=1
Since x1,...,xp are nilpotent, fix r > 1 such that xf =O0foralli=1,...,M. For
ie{l,...,D'}, define:
D/
~ def 4
X; = Z)\Z]m]
j=1
The family X; is still a basis of R, . Indeed, the determinant of the matrix (/\f j) ij
is the p’-th power of the determinant of the matrix (A;;);; which is nonzero because

X1,...,Xpr is a basis. In particular, the vectors X, ..., Xp are linearly independent.
Now ifi € 1,...,D, we have:

r

D/ s D, r r
j=1 j=1
So X1,...,Xp is a linearly independent family of D vectors in ker(u"). Finally:

dim N,y = D < dimker(u") < C- nDm) -1 0

5.3.3. The case of characteristic zero

The setting and the notation are the same as in Subsection 5.3.2.

Corollary:

141

Theorem 5.3.1 when the

characteristic
nonzero

of k

is
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Corollary 5.3.4. Assume the characteristic of k is zero. Then for all n € IN:
dimy, Npg < C - n(Pr)-1,

Proof. Since dimensions do not change by field extensions (by flatness of the extension
k | k), we may assume that k is algebraically closed.

Let n € IN. We denote by F the finite set of components of degree n and group H.
We define, for each r > 1, the following finite subset of Compy: ©) (G,D,{):

F/\T:{mlmz...mr|m1,m2,...,mrGF}~

Let K be a field. Consider an element x in the K-vector space spanned by F and

X = Z )me.

meF

write it as:

For every r > 1, we have the following equality in K[Compy ©) (G,D,¢)]:

¥ = Z Ay Ay ==+ Ay - (mymg - - -ty

my,my,...,myEF

=y Y AwAmy o Aw, | me

meFN \ mq,my,...m€F
mymy---mMy=m
If A = (Ay) is a set of variables indexed by F, denote by Nilp,(A) the following
conjunction:

A Y AmAmg o Am =0

meFAr \ my,my,...myEF
MMy - My=m

The property Nilp,(A) expresses the fact that the element x = ), A,,,;m satisfies x = 0
in K[Compp: (G, D, &)]. This may not look like a first-order property, but one must

see /A as an abbreviation for a long conjunction of finitely many properties, and
meFN

similarly Y, m,,..,m,cr may be expanded into a long explicit sum for each m € F AT
mimyp---my=mni

Letd = C -n®Pu)-1 41 1f Am,. .. ,A(d) are d sets of variables, each indexed by F,
we denote by I ndep@(l), cee A(d)) the first-order property:

Vxl,...,de,</\ xlA,S})+--.+di£,f):0> = (x1=0Ax=0A...Axg=0)
meF

which expresses the fact that the elements x()) = ¥, Agf;)m are linearly independent.
Finally, we define the first-order property ¢, as:

vAD, .. vA@), (NilpF,r(A(D) A A Nilpp,r(A(d))) = ~Indep(AD, ..., A@)

4) are elements of Spany(F) whose r-th

which expresses the fact that if x@ L«
powers are all zero in K[Compp:(c)(G, D,¢)], then they are always linearly depen-
dent, i.e. that the dimension of the subspace of elements of Span(F) whose r-th

powers are zero is at most d — 1 = C - nDmu)-1,

Corollary:
Theorem 5.3.1 when the
characteristic of k is zero
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By Corollary 5.3.3, we know that the field IF, satisfies the property ¢, for allr € N
when p is a prime coprime to |G|. Let I/ be a non-principal ultrafilter on the set P of
primes coprime to |G| and define:

K = (pg)m) /U.

By Lo$’s theorem [Maro2, Exercise 2.5.18], K is an algebraically closed field of
characteristic zero satisfying ¢, for all r > 1. Since the theory of algebraically closed
fields of characteristic zero is complete [Maroz, Corollary 3.2.3], this holds for k. So,
the dimension of the space N, g, of elements of R, g whose r-th power vanishes is
at most C - nQ(DH)_l, for all » > 1. Now:

[ee)
Nn,H - U Nn,H,r-
r=1

This union is an increasing union. Thus:

dim N,y = sup (dim N, ;) < C - nPr)=1, .
r>1

5.4. THE DIMENSION OF Y¢(H) AND THE SPLITTING NUMBER

In this section, we prove Theorem 5.1.4. We fix a nontrivial D-generated subgroup
H € Subg p, and we prove that the Krull dimension of the set 7z(H) is related to the
splitting number Q(Dp) by the formula:

The section is organized in the following way:

— In Subsection 5.4.1, we describe an ideal I'; and prove that it corresponds to the
closed subset v#(H) of Spec(R) (k) (Theorem 5.4.1 (vi)).

— In Subsection 5.4.2, we prove Proposition 5.4.3, which is a variant of the Hilbert-
Serre theorem for algebras with generators of unequal degrees.

— In Subsection 5.4.3, we prove Lemma 5.4.7, which estimates the number of elements
of degree n in an ideal.

— In Subsection 5.4.4, we put the pieces together to prove Theorem 5.1.4. The proof
requires the lemmas proved in Subsections 5.4.1 to 5.4.3 as well as Theorem 5.3.1
and Theorem 4.4.2 (ii) from the previous chapter.

— In Subsection 5.4.5, we discuss the degree of 7#(H), seen as embedded in projective
space. For this, we use the results of the whole section as well as the computations
of leading coefficients from Section 4.5.

5.4.1. The ideal I'y

In this subsection, we give an explicit description of the ideal of R corresponding to
the closed subset v¢#(H).

143
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Theorem 5.4.1. Define the following subset of R:

FHd:ef{xeR‘(x)ﬂ\/Eg \/E}

The following properties hold:

(i) Let I be an ideal of R. Then 1 N\ +/Iy C \/If; if and only if 1 is contained in any maximal
ideal m which contains If; and does not contain Ip.

(ii) The set I'y is the intersection of all maximal ideals which contain If; and do not contain Ipy.
(iii) The set T'y is a radical ideal.

(iv) Anideal I satisfies I N +/Iyp C \/I}; if and only if I is contained in T'y.

(v) Ty C w.

(vi) Z(Ty) = vz(H).
(vii) The point 0 belongs to W

Proof.
(i) We prove both directions:

(=) Assume IN VIg C /I ;} and let m be a maximal ideal containing I7; and not

containing Iy. Then:
INyIg C /I Cm.

Since m is prime and does not contain /Iy, it contains I.

(<) Assume that I is contained in any maximal ideal containing I}; and not con-
taining Iy. If m is a maximal ideal containing I};, then either m contains Iy, or
I € m. In both cases, we obtain I N Iy C m. Now:

INVIgCVInly= () mc [ m=,/Ij

m maximal m maximal
INIgCm II’ZI Cm

(ii) Follows from (i) by considering the case I = (x).
(iif) By (ii), I'y is an intersection of maximal ideals and is thus a radical ideal.
(iv) Follows directly from (i) and (ii).

(v) Consider some element not in @. It is of the form A + x, with x € @ and A € k*.
Take a component y of group exactly H. Then (A 4 x)y is a linear combination of
components of group containing H, hence (A + x)y € (A +x) N +/Iy. Foralln > 1,
the term of smallest degree of ((A + x)y)" is A"y" whose group is H, and it cannot
be compensated by other terms, which have strictly higher degree. This shows that

(A +x)y)" & I for all n and thus (A + x)y & /Tj;.
So (A + x) N+/Iy is not contained in /Tf;, i.e. A + x € T'y. This proves 'y C @;

(vi) By (iv), I'y is the biggest possible radical ideal such that I'y N /Iy = |/I};. Hence
Z(T'y) is the smallest possible closed set such that Z(I};) = Z(Ty) U Z(Iy), i.e.

Z(Ty) = Z(Ii) \ Z(In) = v¢(H).

(vii) Follows directly from (v) and (vi). O

Theorem:
The radical ideal Ty
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Proposition 5.4.2. We have dim yz(H) = dim y¢(H) = dimR/Ty.
Proof. The first equality follows from [Haryy, Proposition I.1.10]. The second equality
follows from Theorem 5.4.1 (vi). O

5.4.2. Hilbert functions of weighted algebras

The result of this subsection, Proposition 5.4.3, is a variant of the Hilbert-Serre the-
orem. The case of standard algebras is classical, see for example [Haryy, Theorem
I.7.5]. We did not find a reference for the variant we needed so we decided to include
a proof3.

Proposition 5.4.3. Let A be a finitely generated commutative graded k-algebra of nonzero
Krull dimension. We do not assume that A is generated by elements of degree 1. Then its
Hilbert function HF o(n) = dimy (A, ) satisfies:

HF (1) = O (ndimmle—l)
We prove Proposition 5.4.3 in multiple steps. First, we fix a commutative graded

., 8N of
.,dN. We

k-algebra A of finite nonzero Krull dimension, generated by elements g, ..
respective degrees di,...,dy. Let W be the least common multiple of d, ..
prove the following lemma:

Lemma 5.4.4. There exist (uniquely defined) polynomials Qo, ..., Qw—_1 such that, for all
m € {0,...,W — 1} and n large enough, we have:

HF4(Wn +m) = Qu(n).

Proof. Introduce the following formal power series, known as the Hilbert-Poincaré
series:

F(t) = )_ HF(n)t".
n>0

The Hilbert-Serre theorem states that, for some polynomial P € Z[X]:

P(t)
Fit) = ——"——.
T (1 #)
Since (1 — t41) divides (1 — t"), we have:
Py(t)

F(t) = ——F+=-
for some polynomial P, € Z[X]. Moreover:

(1= ")E(t) = Y (HE4(n) — HE (1 — W) £,
n>0

where we use the convention HF4(n — W) = 0 if n < W. Denote by A the “finite
difference” operator:
Auy = Uy — Uy.

and let u,(j”> = HF 4 (Wn + m). We have:

WwW-1
F(t) — E Z uigm)th+m

m=0 n>0

Proposition:

The Krull dimension of the
subset yz(H) is equal to
that of the algebra R /Ty

3We do not claim that the
result is new. The following
mathoverflow post by A.
Aizenbud shows that this
was known to him in 2016:
https://mathoverflow.net
/questions/254655/the-g
rowth-of-the-hilbert-f
unction-of-a-graded-rin
g. The result is also related
to the equality between
Krull and Gelfand-Kirillov
dimensions for finitely gen-
erated commutative alge-
bras.
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and thus:

(1 _ tW WX: ; ( ) th+m

Continuing that way, we finally get:

Pty = (1= t")WNE(R) = ¥ Y (DN (ANui;”)) g,

This equality implies that AN uEZ”” is zero except for finitely many values of n and m.

Fix an m € {0,...,W — 1}. The sequence (AN uslm)) is zero for large n, thus the se-
(m)

quence (AN~11,") is eventually constant, thus the sequence (AN~2y {m )) is eventually
(m)

linear, etc. We conclude that u; ’ coincides, for n large enough, with a polynomial of
degree < N : we have found the polynomial Q,;. This concludes the proof. O

Fix polynomials Qy, ..., Qw-_1 as in Lemma 5.4.4. We show that the degree of the
polynomial Q is the expected exponent dim(A) — 1:

Lemma 5.4.5. The degree of the polynomial Qg is equal to dim(A) — 1.

Proof. The function n — HF4(Wn) is the Hilbert function of the W-th truncation
of A, i.e. of the k-algebra A(W) generated by homogeneous elements whose degree is
a multiple of W. In the case of AM), the Hilbert function is eventually polynomial
(equal to Qq), and it is well-known that the degree of this polynomial is dim A("W) —
Now, it follows from [EGA2, Proposition (2.4.7), page 30] that Proj(A) =~ Proj (A(W)>,
and thus dim A(W) = dim A. Putting everything together, we obtain:

deg Qp = dim A — 1. O

Finally, we show that the other polynomials Qy,...,Qw—_1 have their degree
bounded above by the degree of Qp:

Lemma 5.4.6. Let m € {0,...,W —1}. The degree of Q, is at most equal to the degree
of Qo

Proof. The k-vector space Ay (of homogeneous elements of A of degree Wn + m)
is generated by elements of the form:

N

N

Xo = Hgil
i=1

for sequences & € ({0,1,...})N such that ¥_; a;d; = Wn + m. Given such a sequence,
write the Euclidean division of each «a; by W:

a; = Wg; +a with a} € {0,..., W —1}.

N N
Y aidi=W (n— 2%) +m
i=1 i=1

Let n’ = n—Y;q;. We have:

N N
Wn'+m =Y ajd; <) W>=NW?
i=1 i=1
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and thus n’ is bounded above by WN.
We have the factorization:

_ w
Xy = Xy1 X Xg

with xy € Apwy 4y and xgv € Aw(n—n)- This implies that the multiplication map on
generators induces a surjection of vector spaces:

WN
@ Awntym @ AW(n—n’) = AwWntm-

n'=0

Let D be the finite integer max dimy (Aw, 1 m)- We have:

n'e{0,1,..,WN}
WN
dimAWn+m <D Z dimAW(n_n/),
n'=0

i.e., for n big enough:

WN
Qm(n) <D Z Qo(n — nl)
n'=0
which implies deg Q;, < deg Qp. O
Put together, Lemmas 5.4.4 to 5.4.6 imply Proposition 5.4.3:

Proof of Proposition 5.4.3. By Lemma 5.4.4, we have:

HF4(n) < sup  Qu (” _m) :
me{0,...W-1} W

By Lemmas 5.4.5 and 5.4.6, the degrees of the polynomials Q,, are at most dim(A) — 1.
Hence:

HF4(n) =0 <ndim(A)l) .

Moreover, HF4(n) coincides infinitely often (for every n multiple of W) with the

polynomial Qp (%"), which is of degree dim(A) — 1 by Lemma 5.4.5. This shows
that HF4(n) # o (ndim(A)_l). This concludes the proof of Proposition 5.4.3. O

5.4.3. The main lemma

We now prove Lemma 5.4.7, which is a “technical” lemma. This result is the final
ingredient needed for the proof of Theorem 5.1.4.

Lemma 5.4.7. Let B be a finitely generated commutative graded k-algebra and I, | be homoge-
neous ideals of B. Assume that 1N ] C /0 and that any homogeneous ideal I' which satisfies
I' "] C V0 is contained in \/I. Let |’ be the image of the ideal ] in B/ 1. Then:

dimy(J;,) = O <ndim1<mlz(3/l)l)‘

If moreover dimy (\ﬁ )

n

=0 (ndime”(B/I)—Z), then:

dimk(ﬂl) = HFB/I(”) +0 <ndim,<m”(3/1)2) .
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Proof. Replacing B by B/I, we may assume [ = 0. This turns J into J/(IN]) =]’
We are reduced to proving the following lemma:

If every homogeneous ideal I’ satisfying I' N ] C V0 is included in V0, then
dimy(J,) = Of (ndim(3)1>. If moreover dim(v/0), = O (ndim(3)2>, then

dimy(J,) = HFp(n) + O <ndim<3>2> .

We assume that every homogeneous ideal I’ satisfying I' 0] C /0 is included
in 1/0. First, since Jn € By, we have the obvious upper bound:

dim(J,) < HFg(n)

and in particular dim(J,) = O (ndim(B)_l .

Let p1,..., pu be the minimal homogeneous prime ideals of B, whose number is
finite since B is Noetherian.

Leti € {1,...,u}. We show that ] is not contained in p;. Assume by contradiction
that ] C p;. Let V; be the intersection of all minimal homogeneous primes of B distinct
from p;, i.e.

Vi=piNpaN...Npi1 Npipr NN py.
The ideal V; N p; is the intersection of all minimal homogeneous primes of B, and is
therefore equal to the nilradical /0. Since | C pi, wehave VN ] C ViNp; = V0. By
hypothesis, this implies V; C /0. But then V; C p; with p; prime, and so one of the
minimal prime ideals in the finite intersection defining V; must be contained in p;.
This contradicts the minimality of p;. We have shown that | is not contained in p;.
For every i € {1,...,u}, choose a homogeneous element H; € |\ p;, call its degree

d;, and denote by H; its nonzero projection in the integral algebra B/ p;. The following
map is injective:

. ~W .
! X —  H 'x

HWi:{(B/pi)n—Widi — (]/P;)n

This proves that, for alli € {1,...,u}:
dimg ((J/pi)n) > dimy ((B/pi)n—w,a,) = HEp/p, (n — Wd;). (5.4.1)

For each B/p;, let W; be an integer and Q;o,...,Q;w,—1 be polynomials as in
Lemma 5.4.4. Let also W and Q,...,Qw_1 be defined similarly for B/+/0. By
Lemma 5.4.5, we know:

deg(Qio) = dim(B/p;) — 1 forallie {1,...,u}
deg(Qo) = dim(B/v0) — 1

and by Lemma 5.4.6, we know that:

deg(Q;;) <dim(B/p;) =1  foralli€ {1,...,u}andj€ {0,...,W; =1} (5.4.2)
deg(Q;) < dim(B/v0) —1 forallj € {0,..., W—1}. (5.4.3)



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 149

The ring B/+/0 being reduced, we have (see Lemma 5.4.8 below):
HE;, 5(n Z HFp,,, (1) + 0O (ndim(B/ﬁ“) (5.4.4)
dimi((1/¥0)) = L dim(1/pa) +O (™A 2) (549
Combined with Equation (5.4.1), this yields:
u .
dimg((J/v0)n) 2 HFgp, (n — Wid;) + O <”dlm(3/\@2> :

By the properties of the polynomials Q;; (cf. Lemma 5.4.4 and Equation (5.4.2)), the
function HFp,, (n — Wid;) coincides with HFp,, (1) up to a O(ndim(B/Pi)—2>, and

thus also up toa O (ndim(B/‘m)_2>. Hence:

dimy ((J/v0)n) iHFB/p, +O< d‘m(B/\/a”).
i=1
Using Equation (5.4.4):
dimy((J/V0)n) > HFp, ;5(n) +0 (ndim(B/@Z).
Using the fact that dimy(J,,) > dimy((J/+/0)) and dim(B) = dim(B/+/0), we obtain:

dimy(Ju) > HFy, 5(n) + o<ndim(3>—2>.

By Proposition 5.4.3, we have HF,, (1) = ot (ndim(B/\/ﬁ)l) = Of <ndim(3)1).
This is enough to establish the first half of the lemma¢*.
Assume now that dimy(1/0), = O (ndim(3)2> . We have:

dimk(]n) > HFB/W(”) + O<ndim(B)—2>
= HF (1) — dimy (V0), + O <ndim<B>z>
= HFB(”) + O (ndim(B)—Z) .

This establishes the second half of the lemma. O

In the proof, we have used the following lemma:

Lemma 5.4.8. Let A be a reduced finitely generated commutative graded k-algebra. Let
p1,- - -, Pr be the minimal homogeneous prime ideals of A. Then:

r
HFA Z FA/p + O( d1m(A)2> )

4 The first half of the lemma
can be proved by applying
Equation (5.4.1) to a single
minimal prime ideal p such
that dim(B/p) = dim(B)
(in particular, we do not
need Lemma 5.4.8), cf. the
proof in [Seg22].
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Proof. Foreachi € {1,...,r+1}, let V; = pyN...Np;_1. Note that V; = A, and
Vi41 = 0 since A is reduced. We show the following result by induction on k: for
eachk € {1,...,r+ 1}, we have:

k-1

HF 4y, (1) = Y  HF4,,,(n) + 0O (ndim(A)z) .
i—1

The case k = 1 is clear, and the case k = r + 1 is the announced result.
Assume we have shown the result for some k € {1,...,r}. We have the exact
sequence of graded k-vector spaces:

0—>A/Vk+1%A/VkXA/pk—)A/(Vk—i-pk) — 0. (546)

Let us show dim(A/ (Vi + px)) < dim(A). If k = 1, this is clear, so we assume k > 2.
Assume these Krull dimensions are equal; then, there is a sequence of dim(A) + 1
homogeneous prime ideals gg C ... C qgim(a) such that:

Vi+ Pk €90 C .. C qdim(a)

We have an inclusion p; C g with py prime, and this inclusion cannot be strict since
otherwise we have dim(A/px) > dim(A) +1 > dim(A/pk). Therefore g9 = py.
But then Vi + pr C py implies Vi C pi. Since Vi is an intersection of finitely many
ideals py,..., px—1 contained in the prime ideal p;, we have p; C pi for some i €
{1,...,k —1}. This contradicts the minimality of py.

We have shown dim(A/ (Vi + px)) < dim(A). Consequently:

dim(A/ (Vi + px))n = O (ndim(A>2>.
Combined with the exact sequence of Equation (5.4.6) and the induction hypothesis,
this implies:

k .
HFA/VkH (n) = 2 HFA/P,‘ (n)+0O (ndlm(A)_2> .
i=1

We conclude by induction. O
5.4.4. The dimension of y(H)

We are ready to prove Theorem 5.1.4 : the dimension of the set v#(H) is one more
than the splitting number Q(Dp).

Proof of Theorem 5.1.4. We want to apply Lemma 5.4.7 with:
(B, J, I) = (R, I N RY, Ty N RT),
where I'y is as in Theorem 5.4.1. We check the hypotheses:

— R is a finitely generated commutative graded k-algebra. Indeed it is a quotient of
R (Proposition 3.4.26) which is finitely generated (Corollary 3.4.18) and commuta-
tive.

— IgnRH and Ty N R are homogeneous ideals of RH,

— Let us verify that 'y N Iy N RH C /0, where /0 is the nilradical of RH. We know

that:
TyNIy CTyN I =4/IF,

and so Ty NIy NRE C /T, NRE = /0.
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— IfI'nlgnNRHE C 0, then I' N /I C V/I}; and thus I’ is contained in T'y by
Theorem 5.4.1 (iv).

We can therefore apply the first part of Lemma 5.4.7. We obtain:
. Iy NRH - (RH Hyy_ : _

d — Ot [ dim(R"/(TgNR™))=1) _ ~t( ,dimvyz(H)—1 ) i
imy (FHﬁIHﬂRH>n (0] (n O n (5.4.7)

We have used Proposition 5.4.2 for the last step. Let R, g be the space spanned
by components of group H and of degree n and N,, i be the subspace of elements of
Ry, g nilpotent in R. We have:

dimy R, 1y = dimy (IH nRH )

n
, IgyNRH .

=d - o d N, .
imy (FHﬁIHﬂRH>n+ ( imy ( n,H)>

Using Equation (5.4.7), we get:

dimy R, j = O (ndim%f(H“) +0 ( dimk(Nn,H)>'

Now, Theorem 4.4.2 (ii) and Theorem 5.3.1 imply that dimy R, g = Of (nQ(DH)> and

dimy N, g = o (dimy R, i). This implies:

Q(DH) = dim’)/g(H) -1 O

5.4.5. The degree of v(H)

In this subsection, we detail how the results of Section 4.5 may be used to obtain
more precise results concerning the geometry of the subsets yz(H). We come back to
where the proof of Theorem 5.1.4 ended, including all notation and hypotheses. To
apply the second half of Lemma 5.4.7, we need to check:

dimk(\/E N RH)n =0 (ndim(RH/(erRH))z)

ie.:
dim(Ty NRA), =0 <n“<DH>1) .

We do not write the details, as the proof of this fact is similar to previous proofs,
cf. Section 5.3. We simply sketch the argument: Let y be an M-big component
of group H (Definition 3.4.39). If x € RH NTy, then xy € Iy, and since x € I'y
this implies xy € /Ij; " RE = /0. But multiplication by y is injective for “most”
elements x (i.e. for a subspace of the space of homogeneous elements of degree n

which is of codimension O nQ(DH)_l), cf. Lemma 4.5.1 and Theorem 3.4.38), and
therefore the dimension of (I'y N RH),, is essentially bounded above by the dimension
of the space of nilpotent elements of degree n + deg(y), which is a O (nQ(DH)—1> by

Theorem 5.3.1.
From the second half of Lemma 5.4.7, we therefore have:

dimy _InRY = HFge ) (p,, g (1) + O nPr)—1
TyNlgNRA ), /(TuNRY)

151
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and thus:

dimy R, g = HFRH/(FHHRH) (n)+0 (7’10<DH)_1> . (5.4.8)

If we assume that all non-factorizable elements of Complpl(C)(G, D, &) have the
same degree W, and that there are N of them, then the Proj of the ring of components
embeds in the projective space PN, and we can compute the degree5 of the closed

subset vz(H) (we define the degree of a non-irreducible subset as the sum of the de-
grees of its irreducible components of maximal dimension) — note that we consider
Proj instead of Spec: we have quotiented out by the action of k* and all dimensions
are one less than previously computed. In this case we know that HFgu ;(r, iy (1)
and R, gy are zero if n is not a multiple of W, and coincide with polynomials Py, P,
of degree )(Dp) when evaluated at big enough multiples of W. Moreover, by Equa-
tion (5.4.8), the leading monomials of these two polynomials are given by the same
monomial:
dimk(an,H) ~ HFRH/(FHHRH)(Wn) ~ (X(Wn)Q(DH).

Classically, the number Q(Dy)!a computes the degree of R /(Iy N RH), i.e. of vz(H)
embedded in PN. The results of Section 4.5 give computations of &, and consequently

of the degree of v¢#(H), in various situations:

— If H is a non-splitter, then Q(Dy) = 0 and a = |Hy(H, cgy)|. (cf. Subsection 4.5.4)

In this case, 7¢(H) (seen as embedded in the projective space PN) is of dimension
zero: it is a union of finitely many points. The degree is then precisely the number
of these points: there are |Hy(H, cy)| of them.

Remark 5.4.9. If one sees ¢ (H) as embedded in affine space AN (as we do in other
sections), it is a union of |Hy(H, cy)| lines going through the origin 0.

— Assume D consists of a single conjugacy class ¢ of G and ¢(c) = 1. Let s be the
number of conjugacy classes that ¢ splits into in H. Then Q(Dy) = s — 1 and, by

Remark 4.5.10:
ord(c) |H2(H, CH) |

T [H®[(s—1)!

The degree of yz(H), seen as embedded in PV, is then given by:

ord(c) |Ha(H, ch)|
e

5.5. DESCRIPTION OF THE SPECTRUM

In this section, we prove additional properties of the spectrum of the ring of compo-
nents. Main results are Theorem 5.5.1 and Theorem 5.5.13. The section is organized
as follows:

— In Subsection 5.5.1, we identify a subset of dimension 1 of v¢(H) (Theorem 5.5.1).
In some situations, we prove that this is all of vz (H).

— In Subsection 5.5.2, we define free factor families of subgroups of G and factored
splitters, and we inspect the properties of these objects.

— In Subsection 5.5.3, we prove Theorem 5.5.13, which describes the spectrum en-
tirely under strong assumptions.

5A similar computation
is possible when non-
factorizable elements have
different degrees - one
should then take an average
of the coefficients in front
of n®PH) _  but there
does not seem to be a
consensual notion of degree
for subspaces of weighted
projective spaces.
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5.5.1. A line in each 7z (H)

We fix a nontrivial D-generated subgroup H of G. Let py,...,py be the non-
factorizable components of Comp]Pl(C)(G, D,¢), ordered in such a way that the
components whose group is contained in H come first: we denote by M their
number, so they are py,...,pym. Let d(i) be the degrees of the components p; for
i€ {l,...,N}, and D be the greatest common divisor of d(1),...,d(N). Let:
. d(i
q(i) o % € N.

Finally, for A € k, let p(A) be the following point of AN (k) (with coordinates ordered
as above):

pr(A) ¥ (A1 A1) A1) o, o).
We state and prove Theorem 5.5.1:

Theorem 5.5.1. The set yz(H) contains the points py(A) for A € k*. Moreover, if there is
at most one component of group H for each degree®, then there are no other points: Ye(H) =

pu (k™) and 'yg(H) = pu(k).

In particular, the set #(H) always contains the point:

pH(l):< ,1,1,...,1 0,0,...,0 )
—— S———
non-factorizable components  other non-factorizable components

of group CH

Proof. Let A’ be the homogeneous ideal generated by the differences m — m’, for
pairs (m, m') of components of same degree whose groups are contained in H, and
let A= A’ + ;. Then R/ A is isomorphic to the following subring of k[X]:

K[x4®, . x4,
In particular, R/ A is integral so A is a prime ideal of R.

— Step 1: Describe Z(A). A point (x1,...,xy) € Spec(R)(k) is in Z(A) if xp41 =
. = xy = 0 and every product of the x; is equal to any other one when the
degrees match. Using Bézout’s identity, write:

M
D= ; lll'd(i)

for some (a;) € ZM. For each i € {1,..., M}, we have, in R/ A:

q(7) q(i)

pi H p; K = H P;j

jS.t. LZJSO jS.t. ﬂjzo
because both sides are components of same degree, since d(i) = q(i)D =
q(i) Ca;d(j). Hence, (x,...,xpm,0,...,0) € Z(A) means that we have for all
ie{l,..., M}

q(i)
xX; = (H x;.lj) = A1)
j

Theorem:
Description
in vz(H)
®This hypothesis implies
that H is a non-splitter and
Hy(H,cy) = 1 by Theo-
rem 4.3.1 (ii). This result is
an « effective » version of
the case Hy(H,cy) = 1 of
Remark 5.4.9.

of a line
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for some A € k independent of i. So Z(A) is the set of points of AN (k) of the form:
(AT, 292) A9M) o, 0) with A € k.

The coordinates of such a point satisfies the equalities defining R, since these are
equalities between components of same degree and same group.

— Step 2: Show that Z(A) \ {0} is contained in 7z(H). The ideal Iy contains the
product of all non-factorizable components whose group is contained in H, i.e. the
product p1ps - - - pm. This component cancels a point:

(xler/”-erer—i-lr'”/xN)

if and only if x1x5 ... xp = 0. Now if the point (x1,xp,...,xy) belongs to Z(A), it
is of the form:

(/\‘4(1),/\“2),...,/\”’(M),O,...,O) for some A € k.

So if (x1,x2,...,xx) isin Z(A) N Z(Iy), we must have ALi9() =0, ie. A = 0. This
shows Z(A) N Z(Iy) = {0}, i.e. Z(A)\ {0} C Z(Iy)"“.

Since A contains Jf;, we also have Z(A) C Z(]};), and thus Z(A) \ {0} C Z(Ix)* N
Z(Jf;) = v¢(H). This is the first part of the theorem.

— Step 3: Show that Z(A) = 7¢(H) U {0} when there is at most one component of
group H for each degree. Let us show that AN Iy = Ij;. If we work in R = R/Ijj,
this amounts to showing that the restriction of the projection map R’ — R/A to
I/ If; is injective. Let S be the subset of {0,1,...} consisting of values k such that
there is a component of degree k of group H, and Fy be the only component of
group H of degree k for k € S. An element of Iy is of the form:

X = Z ArFe+ xon
kes ~
el

which projects to Y x5 A¢F; in R’. The image of x in R/A, which we see as a

subring of k[X], is:

Y Xk

keS

and it is clear that this mapping is injective as a map Iy /I}; — R’/ A. So we have
AN Iy = If; and thus:

Z(A) U Z(In) = Z(Ix)
and hence v¢#(H) C Z(A). Since Z(A) is closed we have:

Z(A) 2 vz(H) 2 v¢(H) U {0}.

2

We have already shown that Z(A) C v#(H) U {0}. We obtain the desired equality:

Z(A) = v¢(H) = vz(H) U{0}. O
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5.5.2. Free factor families and factored splitters

In this subsection, we describe Spec(R) (k) entirely in a particular case, essentially
asking that all D-generated subgroups be products of non-splitters. This condition is
satisfied in the case of symmetric groups which we study in Chapter 6. We start with
some definitions:

Definition 5.5.2. A family Hj,..., Hy of subgroups of G is free if the two following

conditions are met:
— For all disjoint subsets A, B of {1,...,k}, we have ((H;)ica) N ((Hj)jep) = 1.

— Elements of H; commute with elements of H; when i # .
Definition 5.5.3. If Hy,..., H is a free family of subgroups of G, the product of this

family is the subgroup (Hj, ..., Hy) of G.

The product of a free family Hj,..., H is isomorphic, as a group, to the direct

product of the groups H;.

Definition 5.5.4. A factor family of H is a family Hj, ..., Hy of D-generated subgroups
contained in H such that every non-factorizable component whose group is contained
in H has its group contained in one of the subgroups H;.

Proposition 5.5.5. Let H € Subgp and Hy,...,Hy be a factor family of H. Then
Hy, ..., Hy generate H.

Proof. Using Proposition 3.2.22, we fix a component x € Comppi ¢) (G, D, §) of group
H. Write x as a product of non-factorizable components x = x7 - - - x,. Since Hy, ..., Hy
is a factor family, each factor in this product has its group contained in some H;.
Hence H = (x) = (x1,...,x,) is contained in (Hj, ..., Hy). O
Proposition 5.5.6. Let H € Subgp and Hy,..., Hy be a family of subgroups of H, all
D-generated. Denote by ® the following morphism:

. Rfvg...@RH —  RH
' mp Q... &Q my —> ml...mk'

Then:

(i) Hy,...,Hy is a factor family if and only if ® is surjective.

(ii) If Hy, ..., Hy is free, then ® is injective.
Proof.
(i) Let us prove point (i).

(<) Assume @ is surjective and consider an arbitrary non-factorizable component
m € RH. Since it is a component and it is in the image of ®, it is equal to a
product my ...my with m; a component in Ri. Since m is non-factorizable, at
most one of the components m; is non-trivial. Therefore, we have m = m; for
some i, and thus m has its group included in some H;. Since this holds for any

non-factorizable component, Hjy, ..., Hy is a factor family.

Definition:
Free family of subgroups

Definition:

Product of a free family of
subgroups

(Zappa-Szép product)

Definition:
Factor family

Proposition:
Factor families are generat-
ing families

Proposition:
Characterization of factor
families and free families
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(=) Conversely, assume Hj, ..., H is a factor family. To prove that & is surjective, it
is enough to show that its image contains non-factorizable components. Let m €
RH be an arbitrary non-factorizable component. By hypothesis, it is contained
in some RFi. Thenm = ®(1®...®1®m®@1®...®1) lies in the image of ®.
This shows that @ is surjective.

(ii) Let us prove point (ii).
Assume that the family (H,) is free. To prove that ® is injective, we assume that
for some m;, m; € R, we have:

Since the subgroups H; commute with each other, elementary braids do not change
the elements or their position “among elements of the same subgroup” when they
swap two elements from different subgroups H;. Hence, one may assume that we
have a braid linking H;‘Zl m; and H}‘Il m;-
elements belonging to different subgroups H;. But from such a braid, one can

in which no elementary braid exchanges

extract braids relating m; and m; for each j € {1,...,k}. Thus @ is injective. O

Definition 5.5.7. We say that H € Subg p is a factored splitter if there exists a free
factor family of H of size at least 2.

Proposition 5.5.8. If H € Subg p is generated by a free family Hy, ..., Hy of D-generated
subgroups with k > 2, then it is a splitter.

In particular, factored splitters are splitters, since they are generated by a free
family by Proposition 5.5.5.

Proof. Consider a conjugacy class ¢ € D. Since the subgroups H; are D-generated,
H; N ¢ is non-empty. Choose elements g1 € H; Nc and g € Hp Nc. It suffices to show
that g1 and g are not conjugate in H to prove that H splits c.

Let v € H. Since Hy,...,Hy is a free family that generates H, we can write v
uniquely as a product 7y ...y, with ; € H;. We have:

gl =7 mr o =ngiyy € Hy,

so g1 is conjugate only with elements in ¢ N H; — in particular, not with g,. This
argument actually shows that c splits into at least k conjugacy classes in H, and thus
Q(Dy) > |D| (k—1). O

We give a group-theoretical way to identify some factor families:

Proposition 5.5.9. Assume that |D| = 1and ¢ =1, i.e. consider a single conjugacy class c.
Assume H is a subgroup of G generated by subgroups Hy, ..., Hy such that:

— Foralli € {1,...,k}, the subgroup H; has a trivial intersection with ((H;);i).

k
— cNH=[|(cnH,).
i=1

Then Hy, ..., Hy is a factor family of H.

Definition:
Factored splitter

Proposition:
Factored splitters are split-
ters

Proposition:
Group-theoretical criterion
for factor families
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Proof. Fori € {1,...,k}, let d; = ¢ H;. Consider a non-factorizable component m
whose group is contained in H. Since braids can move conjugacy classes freely, one
may choose a representing tuple of the form:

§= (811, 81n(1)r - 8k1s -+ 8kn(k))

with 8ij € d;. Let m; = 8i 1" 8ini): We know that 7; € H; but also 71 -1 =
1. Hence T = (7Ti+1 ce TOTTy 7'L'i_1)_1 S <(H])]7éz> This implies = 1 since

Therefore, all the tuples g = (8itr--:8ini) € d?(l) define components. Since
m is non-factorizable, it is equal to one of its factors and thus (m) is contained in
some H;. O

5.5.3. Factored splitters and the spectrum of the ring of components

Proposition 5.5.10. Let H € Subg p and Hy,..., Hy a factor family of H. For each j €
{1,...,k}, denote by ¢; the map Spec(RM) (k) — Spec(R™) (k) induced by the inclusion
R — RM and by 7; the inverse image of vz (H;) (computed in RH) by @;j, which is a subset
of Spec(RH) (k). Then:

k
ve(H) 2 () ;-
=1

Moreover, if the family (Hy, ..., Hy) is free, we have:

Proof. We think in terms of subsets of Spec(R™)(k) = Z(J};) since all the sets con-
Z

sidered are contained in Z(J;). Thus v:(H) = Z(I;;) \ Z(Ig) = Z(Ig)°. Since

<(Hj)je{l,‘..,k}> = H, we know:

This implies:
k
ve(H) = () Z(In,)"-
j=1
To prove the first point, it suffices to show, for each j € {1,...,k}:
Z(IH],)C 2 ’)/]'.

Let j € {1,...,k}. Order the non-factorizable components of R such that
P1,---,pm have group contained in H;, and pmy1,...,pn do not. In terms of
coordinates, ¢; is the map:

(xl,...,xM,xM+1,...,xN) — (xl,...,xM).
And 1; is the set of points of Spec(R) (k) of the form:
(xl,. e XMy XMA1, - ..,XN) with (xl,. ..,XM) S ’)/C(H]) = Z(I;EI]) N Z(IHj)C.

We can reformulate:

Proposition:
A factor family of H gives
a decomposition of vz (H)
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— 7j is the set of points (x,...,xxn) of Spec(RH) (k) for which there is a component
pi, - - - p;, of group exactly H; (which is necessarily in R =k[py,..., pum], and thus
i1,...,i < M) such that Xip o X, # 0.

— Z(IH],)C is the set of points (xq,...,xy) of Spec(RH)(k) such that there exists a
component p;, ... p;, of group containing H; such that x;, ... x; # 0.

With this description, it is clear that we always have y; C Z(I H].)C, and thus:

We now assume that the family Hj, ..., Hy is free, and we show:
vj = Z(In;)".

Consider a point x = (x1,...,xy) € Z(I H].)C. By the description above, one may
choose a component m = p;, ...p; of group H D Hj such that x;, ... x; #0.

Let mq be the product of the non-factorizable components p;, of group contained
in Hj, and my be the product of the other factors. We have m = mym,. Let Hj
be the group generated by m; and H) the group generated by m,. We know that
(Hi,Hy) = H' 2 H;.

We have: H; C Hj = (p1,...,pm) and Hy C (prmy1,...,pN). Since the family
Hi,...,Hy is free, we know that H{ and Hé have trivial intersection and commute
with each other.

Let us show that H{ = Hj. Leta € H;. Thena € H' so we can write a = aja,
with a; € Hj, ay € Hj. But then aa;l = a,, with uafl € Hj and a, € Hj. Since
H]- N Hé = 1, this shows that aal_1 =1,iea=a; and thusa € H{.

So my is a component of group exactly H;. The corresponding coordinates x;, of x
are nonzero by choice of m. Hence x € ; by the description above.

We have shown the equality Z(Ip;)° = 7; and thus:

k
ve(H) = () ;-
j=1

Since the factor family is free, there is a partition Py,..., P of {1,..., N} such that
the non-factorizable components of group H; are exactly the p; for i € P;. Saying that
a point is in y; means that the point obtained by keeping all coordinates x; for i € P; is
in y¢(Hj). An element in ﬂ;‘:l 7; can be transformed into an element of H;-‘Zl Ye(H;)
by separating coordinates according to the partition, and reciprocally an element of
H;-;l 'y(:(Hj) may be concatenated into an element of ﬂ;-‘zl 7;j. This gives an explicit
version of the homeomorphism:

ve(H) ~ [ [ve(Hj)

whose existence can also be deduced from Proposition 5.5.6. O

In what follows, let pi,...,pn € R be the non-factorizable components of
Comp]Pl(C)(G, D,¢), let d(1),...,d(N) be their respective degrees and denote by
e1,...,ey the corresponding basis elements of AN (k).
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Definition:
Definition 5.5.11. If H € Subg p, let: The point ey
def
ey — €;.
i such that (p;)CH
. . . . Definition:
Definition 5.5.12. Let x1, ..., x, be a family of vectors in AN(k), which we decompose Weighted span
as:
N
xj =) Gijer.
i=1
We define the weighted span of the family x,. .., x, as the set:
N n
i
{Z Z )\j(l)(;‘i,je,» ()Ll, .. .,}\n) € kn} .
i=1j=1
We also define the strict weighted span of the family x, ..., x, as its weighted span,
minus the weighted span of any of the n subfamilies of size n — 1, i.e.:
oy )
ZZ)\J- Gijei | (Ao, An) € ()" 5.
i=1j=1
When the degrees d(i) are all equal, the weighted span of x,...,x, is the regular
vector subspace of kN spanned by xq,...,x,. For a more interesting example, take
N = 2,d(1) = 1,d(2) = r. The weighted span of the point (1,1) is the graph of
x = x"in k2.
We now prove Theorem 5.5.13, which gives a description of the sets yz(H) for
H € Subgp. By Proposition 5.1.3, these sets form a partition of Spec(R)(k), so we
obtain a full description of Spec(R) (k).
Theorem:
Theorem 5.5.13. Assume: P Description of the spec-

— Every nontrivial H € Subg p is either a non-splitter or a factored splitter. nents

— For every non-splitter H € Subg p, there is at most one component of group H for each
degree.

Under these hypotheses, we describe vz(H) for every H € Subg, p:
— Y¢(1) is the origin (0,...,0).

— If H is a non-splitter, vz(H) is the strict weighted span of ey, i.e. the line from Theo-
rem 5.5.1.

— Otherwise, H is a factored splitter, and we can write H = Hy X ... x Hy where the
subgroups Hy, ..., Hy form a free factor family of non-splitters. Then «yz(H) is the strict
weighted span of ey, . . ., eq, -

Proof. Consider a subgroup H € Subgp. Choose a maximal free factor family
Hi,...,Hyof H. Foralli € {1,...,k}, the subgroup H; is a non-splitter, since other-
wise H; is a factored splitter and we can construct a longer free factor family.

For each i € {1,...,k}, let P;,lf' . .,p;,N(i) be the non-factorizable components

whose group is contained in Hj, and pj), . - the non-factorizable components

/
-7 Po,N(0)
whose group is not contained in H. Since the family Hj,..., Hy is a factor family,

trum of the ring of compo-
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there are no other non-factorizable components, and since it is free these lists do not
overlap.

We look at Spec(R) (k) as a subset of AN (k) where we have ordered the coordinates
as follows, the coordinate x; ; corresponding to the non-factorizable component p; ;:

(xorl, .. '/xO,N(O)'xl/ll ‘e ,xl,N(l), ‘e ,xkll, .. .,xk,N(k)).

Consider some i € {1,...,k} and let d; the greatest common divisor of the degrees
of the non-factorizable components of R™i. Denote the degree of Pg,j by q;(j)d;. Then
the ideal of R™i generated by components of group H; corresponds to the closed set
Z; = Spec(R™i) (k) \ vz(H;). By the second part of Theorem 5.5.1, 7¢(H;) is exactly
the set of points satisfying, for some A; € k\ {0}:

xi’]- = )\lq'(]) fOI' all] S {1/ . /N<l)}

Proposition 5.5.10 shows that 7¢#(H) is exactly the set of points satisfying all these

equalities as well as x(,; = ... =0, i.e. points of the form:

:x(),N(O)
1 N(1 1 N(2 1 N(k
(O QAPD, ADND) Ze0)  pN@) ) e

N(0)

with A; € k\ {0}. This is the weighted span of ey, ..., ep, . O

Corollary 5.5.14. Assume that the first hypothesis of Theorem 5.5.13 is satisfied. Then, the
Krull dimension of R is the maximal size of a free family of non-splitters.

Proof. By Proposition 5.1.3, the Krull dimension of R is the maximal dimension of a
subset yz(H) with H € Subg p. It follows from Proposition 5.5.10 that dim vz (H) is
the sum of the dimensions of the sets yz(H;) where Hj, ..., Hy is a free factor family
of H consisting on non-splitters. By Theorem 5.1.4, the dimension of yz(H;) is equal
to 1 when H; is a non-splitter, and we obtain the result. O

Remark 5.5.15. Let H € Subgp be a non-splitter. The hypothesis that there is at
most one component of group H for each degree implies, by Proposition 4.5.6, that
the group Hy(H, cy) is trivial. Considering the conclusions of Subsection 5.4.5, this

implies that the subset of z(H) is a single point in projective space, i.e. the weighted
span of a point in affine space. This is something we can also infer from Theorem 5.5.1.

However, the condition Hy(H, cy) = 1 is not always satisfied. Consider the follow-
ing example: a computation by Fried shows that for G = 25 and c the conjugacy class
of 3-cycles, there are exactly two components (in high enough degree) of group s
in Comppi ) (Us, ¢). In other words: Hy (s, c) = Z/2Z. In this case, the associated

subset y(25) is a union of two weighted lines: that from Theorem 5.5.1, and another
one. This example illustrates that v(H) is not irreducible in general. This is worth
noting now, as similar phenomena will not happen in the context of Chapter 6.

Corollary:
Krull dimension of R
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A NEw Look AT THE CASE OF
SYMMETRIC GROUPS

S—

Summary of the chapter

IN THIS CHAPTER, we examine the objects of Chapters 4 and 5 in the situa-
tion of G -covers of the projective line whose local monodromy elements are
transpositions. The main results are a presentation by generators and relations
of the monoid and ring of components (Theorem 6.1.1) and a description of
the set of geometric points of the spectrum of the ring of components (Theo-
rem 6.1.3).

The content of this chapter is largely taken from the preprint [Seg22].
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Outline of the chapter
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Quand je trouvais la ville trop noire,
Tu dorais des plages pour moi,
Tu mettais ton manteau de soie.
Et pour moi, qui ne voulais plus croire,
Et pour moi, pour pas que je me noie,
Tu faisais d’un chagrin une histoire,
Une joie.
— A. Sylvestre,
T’en souviens-tu, la Seine ?, 1964.

6.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS

6.1.1. Introduction

Let d > 2 be an integer. In this chapter, we focus on the case where X = P!(C),
G = &4, and c is the conjugacy class of transpositions in &;. Our goal is to study the
connected components of Hurp, (©) (&4,¢,n) for n € IN.

This situation goes back to Hurwitz, Liiroth and Clebsch [Hurgi]: they have
showed that there is exactly one component of group &, for each even degree >
2d —2,1i.e. CHur* (8, ¢, n) is connected when nonempty.

We revisit this classical setting to observe what the objects studied in Chapters 4
and 5, notably the ring of components and its spectrum, look like in this well-known
case.

6.1.2. Main results

We fix a field k of characteristic either zero or > d. Our first result is a presentation
of the monoid and ring of components:

Theorem 6.1.1. The monoid of components Compp: ) (&4, ¢) and the ring of components
Rp1(c) (84, ¢) admit the following presentations:

Xinkl = Xleij fOTi < ],k <1
Comp]Pl(C)(Gd, C) ~ <(Xij)l§i<j§d Xinjk = Xikak fOT 1<i <j <k< d> ’

Xinjk = Xinik f01’1 <i<j< k<d

k[(Xijh<i<j<dl
Xii Xk — Xie Xk Xij Xk — XijXik)1<i<jck<d

RI[)1 (C) (6,1, C) >~ (

where the generators X;; have degree 2.

Theorem:

P Dresentation of the
monoid and ring of compo-
nents of branched marked
&4-covers of P1(C) whose
local monodromy elements
are transpositions
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Let HF(n) be the total number of elements of Compp: (&g, ¢) of degree n, ie.
the count of connected components of Hurp, © (64,¢,n). This is the Hilbert function
of Rp1(¢)(&g,¢). Our second result is a computation of this function:

Theorem 6.1.2. If n is odd, then HF(n) = 0. We focus on the values of HF at even integers:

(i) Let d' = |d/2|. Forn > d — 1, the sequence HF(2n) coincides with a polynomial of

leading monomial:

d‘ d/—l . .
W n if d is even,

d, d‘ d/—l . .
<1+3> mn lfd is odd.

(i) We have an exact formula for HF(2n):
d=1d—s w ) _ _
Lyt R ECoY)
=1 w=1j=0 w—1 d—s—w, w—j,s+]

where S(d, s) denotes the Stirling numbers of the second kind™.

Assume that k is algebraically closed. We describe Spec (R(Sy,¢)) (k) as a subset
of A"T" (k). We use pairs (i,j) with 1 < i < j < d as indices for the coordinates,

and we denote by e; ; the basis vector corresponding to the pair (7,j). If A is a subset
of {1,...,d}, define the following vector:

€A d:ef Z e,'/j.

Note thatey = 0if |A| < 2.
Our final result is a full description of the k-points of the spectrum of the ring of
components, embedded in affine space:

Theorem 6.1.3. The subset Spec (R(Sy,¢)) (k) of AMT_D(k) is the union of the vector
subspaces Spany (e, ..., en,) over all families { Ay, ..., A;} of disjoint subsets of {1, ...,d}.

In particular, the dimension of Spec (R]Pl (C)(Gd,c)) (k) is the maximal size of a
family of disjoint subsets of {1,...,d} of size > 2, which is |d/2]: this is consistent
with the degree of the Hilbert polynomial computed in Theorem 6.1.2.

In the statement above, it is enough to consider the union over maximal families
of disjoint subsets of {1,...,d} of size at least 2. Theorem 6.1.3 is an application of
Theorem 5.5.13.

6.1.3. Outline of the chapter

The chapter is organized as follows:

— In Section 6.2, we study the braid group action on lists of permutations. The
first result is Theorem 6.2.6, which describes the braid group orbits of tuples of
transpositions whose product is 1. We propose a visual proof of this result using
multigraphs. We then use this description to obtain announced presentation of the
monoid and ring of components (Theorem 6.1.1).

Theorem:
&P The Hilbert function of
the ring of components

* The Stirling number S(d, s)
is the number of partitions
of a set of size s into d
nonempty subsets.

Theorem:

P The spectrum of the
ring of components of
branched — marked & -
covers of P'(C) whose
local monodromy elements
are transpositions
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— In Section 6.3, we compute the Hilbert function of the ring of components
Rp1(c)(S4,¢) (Theorem 6.1.2).

— In Section 6.4, we describe the spectrum of the ring of components in the case of
symmetric groups (Theorem 6.1.3). This is a direct application of Theorem 5.5.13.

6.2. THE BRAID GROUP ACTION ON LISTS OF TRANSPOSITIONS

We prove the main result of this section, Theorem 6.2.6, using multigraphs, i.e. non-
oriented graphs where multiple edges can connect the same pair of distinct vertices.
The relation between tuples of transpositions and multigraphs comes from this defi-
nition:

Definition 6.2.1. Let ¢ = g¢1,...,¢x be a list of transpositions in &;. We define the
multigraph G( g) whose vertices are the numbers 1, . ..,d, with an edge between i and
j for each appearance of the transposition (i, j) in g.

Note that the multigraph G(g) determines the list g up to order.

6.2.1. 7-I-V-equivalent multigraphs

We prove a few graph-theoretic lemmas which will be used in the proof of Theo-
rem 6.2.6.

Lemma 6.2.2. If G is a connected multigraph with at least two vertices, there exists a vertex
v in G such that the multigraph G \ v obtained by removing v is connected.

Proof. Choose a spanning tree T of G, i.e. a connected acyclic subgraph of G contain-
ing all vertices.> Removing any leaf from the tree T keeps it connected, and thus also
keeps G connected. O

Lemma 6.2.3. If G is a connected graph, all permutations of the vertices are products of
transpositions (a;b;) where a; and b; are vertices joined by an edge.

Proof. We proceed by induction. For graphs of size 1, there are no nontrivial permu-
tations. So we assume that G is a connected graph of size d > 1 and that the result
holds for graphs that have strictly less vertices. Let o € &, be a permutation of the
vertices. Using Lemma 6.2.2, choose an integer v € {1,...,d} such that the graph
G \ v is connected. Now look at the integer o(v). By connectedness, we have a path
in G:

o(v) =ty =t =ty >ty 1 =ty =0

Let Py = (twty—1)(fw—1fw—2) ... (t2t1)(t1t9) and o» = Pjo. By construction, 03 (v) = v,
SO we can see 0, as a permutation of the vertices of G \ v. The graph G \ v is connected
and strictly smaller than G. By induction hypothesis, o7 is a product of transpositions
(if) for edges i — j of G\ v. So ¢ = Py '0y is itself a product of transpositions (if)
where i and j are connected by an edge in G. O

We now introduce an elementary transformation of a multigraph, the 7-T-V-
transformation. We later show that this transformation is closely related to the action
of elementary braids on tuples of transpositions.

Definition:

The multigraph G(g) asso-
ciated to a list of transposi-
tions

2> Spanning trees always ex-
ist. To construct one, start
from an arbitrary vertex vy
and recursively add edges
connecting vertices already
explored to vertices not yet
explored until there are
none. Eventually, all ver-
tices have been explored.
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Definition 6.2.4. Two multigraphs G and G’ (with same vertices) are related by a 7-T-V-
transformation if there are vertices i, j, k such that G contains the following “7”-shaped
triangle:

i

j

/

k

and G’ is identical to G except that this triangle is replaced by the “T”’-shaped triangle:

or by the “V”-shaped triangle:

/

k

Two multigraphs G and G’ are 7-I'-V-equivalent if they can be obtained from each
other by a sequence of 7-I'-V-transformations.

A 7-TI'-V-transformation is the action of letting an edge slide along another one. We
characterize the equivalence classes for 7-I'-V-equivalence:

Lemma 6.2.5. Two multigraphs G and G’ with the same vertices are 7-T-V-equivalent if
and only if they have the same connected components, and the same number of edges in each
connected component.

Proof. A 7-I-V transformation does not change the connected components or the
number of edges of individual connected components.

Conversely, we show that the connected components and their edge counts deter-
mine the multigraph up to 7-I'-V-equivalence. We proceed independently for each
connected component, so we assume that G is a connected multigraph with vertices
{1,...,v} and whose number of edges is e. We are going to show that G is 7-I'-V-
equivalent to a multigraph depending only on the numbers e and v, which proves the
result.

Since the multigraph is connected, there is a path (v,iy,iy,...,ir,v — 1) between v
and v — 1. We connect v and v — 1 directly by an edge using the following transfor-

Definition:
7-T-V-transformation
7-T-V-equivalence

Lemma:
Characterization of 7-T-V-
equivalent multigraphs
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mations:

v/ i1 \iz /\ ir /vl

:U/il\iz/...\irvl
- N S
:U/il\iz/...\ir v—1

i
= M
0 iz ]

Iy
If there is a vertex j # v — 1 that is connected to v, the transformation:

v—1 j v—1—

o

0 (%

allows one to reduce the number of edges that connect v to a vertex other than v — 1
until there is none.

Since the graph is connected, if v > 3, the vertex v — 1 is connected to some vertex
1 <r <wv—2. If two different edges connect v and v — 1, we apply the two successive

transformations:
j j /
v—1 ) cv—1 ro, v—1 r
e slides along j e; slides along e; o
e el = e / = e 1
€
0 0 0

Repeating this operation allows one to assume v and v — 1 are connected by exactly
one edge. We can repeat this process for v —1,v —2,... and 3. In the end, our graph
has one edge between k and k — 1 for all 3 < k < v and since the number of edges is
constant there are exactly e — v + 2 edges between 1 and 2. So G is 7-I'-V-equivalent
to the following multigraph, uniquely determined by e and v:

NN

1

This concludes the proof. O
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6.2.2. Braid orbits of tuples of transpositions

We prove Theorem 6.2.6, which describes the braid group orbits of tuples of transpo-
sitions. This information is later used to describe the monoid and ring of components
in Subsection 6.2.3 and the geometry of its spectrum in Section 6.4. To state Theo-
rem 6.2.6, we introduce some notation and terminology:

— If g is a list of transpositions in &;, the set I(g) is the partition of the set

{1,...,d} corresponding to the connected components of the multigraph G (8)
(Definition 6.2.1).

— If & € I(g) is a subset of {1,...,d} corresponding to a connected component
of G(g), the subtuple of g associated to X is the tuple formed by keeping only the
transpositions (i, j) such that 7, j € ¥, in the order of their appearances in g.

We now state the theorem and prove it:

Theorem 6.2.6. If (g1,...,8n) is a list of transpositions of &4 such that g1 ...gn = 1,
then:

(i) niseven. Let n = 2n’.
(ii) (g1,-..,8n) is equivalent under the braid group action to an n-tuple of the form:
(hy,hy,ho, by, ..l hy)
where the elements h; are transpositions.

(iii) The subgroup of &, generated by g1,...gn is a product of symmetric groups, namely
[Tsei(g) ©x, where 1(g) is the partition of {1,2,...,d} associated to the list g.

(iv) The braid group orbit of a tuple (hy,hy,ho, by, ..., hy, hyy) is determined by the 7-T-V-
equivalence class of the multigraph G(hq, ..., h,) (cf. Definitions 6.2.1 and 6.2.4).

(v) The braid group orbit of an n-tuple g is determined by the associated partition 1(g), and
by the size of the subtuples associated to each subset ¥ € 1(g) in that partition.

Proof.

(i) Looking at the signatures of both sides of the equality g1 ...gx = 1, we obtain the
equality (—1)" =1, thus #n is even.

(ii) Let us prove that (g1,...,gx) is equivalent to a tuple of the form (hy,h1,85,...,8))-
The result follows by induction. Without loss of generality, assume that g; = (12).
Then also g7 ...gn = (12).

Let Nj be the largest value of i such that g; does not fix 1. We let g5, = (1a;). Then
let N; be the largest value of i < N such that g; does not fix a1, and gn, = (a142),
etc. At some point, we have a5 = 2 since 1 is mapped onto 2 by 283 ... g;. So:

N8N, 1 -+ 8N; = (2as-1)(as_2as3) ... (aza1)(a11)

We can assume that the numbers 4; are distinct: if we have a; = a; with j > i,

We remove gn; /&N, - - -+ §N; from the list. Use braids to move gy, to the second

427"
place, then move gy, , to the third place, and so on. The tuple g is equivalent to a

tuple of the form:

((12), 8N,/ &N, 1r+ -1 &N1» Q54 2s 85t 3r -+ - 18n)

Theorem:
Characterization of braid
orbits of tuples of transpo-
sitions of product 1
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(iii)

(iv)

Now move gn, = (1a;) to the second place. This conjugates all the transpositions
gn;,i > 1by gn;, so that g is equivalent to:

8Ny 8Np

8
((12), 8N, 8N - 8Ny /8y 8bs2r -1 81)
((12), (1a1), 8N/ - -, §N3, (182), 842/ - -/ 81)

Move the newly obtained (1a;) to the third place, etc.:

g ~((12), (1a1),gnys - - 8Ny, (182), 8442 -+, 81)
~((12), (1a1), (1a2), &N,/ - - - 8Ny, (183), 8242+ -, &)

~ ..

~((12), (1a1), (1a2), (1a3) ..., (a,12), (1051), Zer - )

~((12), (lm), (1az), (1a3) ..., (1as-1), (12), 8542, - -, 8n)

~((12),(12), (201), (202), (203) . .., (2851, 8oy -1 )
This concludes the proof of this part.

If a product of transpositions all taken from the list ¢ maps an integer 4 to an
integer b, this defines a path:

a=ty—tH b —>... >ty 1 —=>ty=0b

such that all the transpositions (t;, t; 1) are in the list g. Hence, the subgroup gener-
ated by g is contained in [[zcj(4) ©x. To show that aﬁy permutation in [[ycy () Sx
is a product of transpositions g;, we can consider connected components of the
multigraph independently; the result then follows from Lemma 6.2.3.

The multigraph G(h;, ..., h,) determines hy, ..., h, up to order, and since (h;, h;)
commutes with (/;, ;) modulo the braid group action, the order does not matter
for the braid group orbit of k.

Now, in the multigraph, the tuple ((ij), (ij), (jk), (jk)) corresponds to the following

/

k
Applying these braid transformations:

(@), (if), k), Gk)) ~ (@), k), (ik), (if)) ~ (i), (if), (ik), (ik))

turns the triangle above into the “I'’-shaped triangle:

“7”-shaped triangle:

i

j

i

j

And applying these other braid transformations:

(@), (), Gk), (k) ~ (Gk), (ik), (ik), (jk)) ~ ((jk), (jk), (ik), (ik))



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 169

turns it into the “V”-shaped triangle:

j

/

This shows that 7-I'-V-transformations do not change the braid group orbit of the

i
k
tuple [1(h;, h;). This concludes the proof of this point.

(v) Two equivalent tuples define the same partition: this follows from point (iii) since
their groups are the same subgroup H of &;. That the subtuples formed using
this partition are of the same size for both tuples follows from the fact that the
(H, H)-multidiscriminant is invariant.

Conversely, if two tuples (hy,hy,... hy, hy) and (hi,hY,... K, },) define the
same partition I and the subtuples associated to all subsets & € I are of the same
size for both tuples, then the multigraphs G(hy, ..., h,) and G(h},..., I ) have the
same connected components and the same numbers of edges in each connected
component. By Lemma 6.2.5, these multigraphs are 7-I'-V-equivalent, which im-

plies that the tuples are equivalent by point (iv).

This concludes the proof. Note that we have shown that any equivalence
between tuples can be deduced from the equivalences corresponding to 7-I'-V-
transformations. O

6.2.3. A presentation of the monoid and ring of components

We recall and prove Theorem 6.1.1:

Theorem 6.1.1 (recalled). The monoid of components Compyp (C)((‘Sd, c) and the ring of
components Rpi c) (84, ¢) admit the following presentations by generators and relations (as
a commutative monoid and a commutative k-algebra, respectively):

Compﬂ—n (C)(Gdr C) ~ (Xij)l§i<j§d Xl']'X]'k = Xikak fOT 1< <j <k < d

Xinjk = Xinik f07‘1 <i< ] <k<d

k[(Xijh<icj<dl

Xii Xk — XXk, XijXjx — XijXip)1<icj<k<d”

< Xinkl = Xleij fOTi < ],k <1 >

R]Pl (C) (Gd, C) =~ (

where the generators X;; have degree 2.

Proof. By Theorem 6.2.6 (ii), the monoid of components is generated by braid orbits
of transpositions repeated twice. We denote by X;; the generator associated to the

2-tuple ((if), (ij)). There are d(dz_ U such generators, all of degree 2.

Equalities of the form X;;Xj = XyXj = XXy for i < j < k correspond to
7-I'-V-transformations of the associated multigraph, as observed in the proof of The-
orem 6.2.6 (iv). The fact that these relations generate all relations follows from Theo-
rem 6.2.6 (v) and Lemma 6.2.5.

The description of the ring of components readily follows from that of the monoid
of components. O

Theorem 6.1.1 (recalled)
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Remark 6.2.7. The presentation of Compp: (c)(Gdr c) given in Theorem 6.1.1 is very
close to the presentation of Comp AL(C) (&4,¢) deduced from Remark 3.4.2. In fact,
up to a doubling of degrees, the monoid Compp: (C)(Gd,c) is the abelianization of
the monoid Comp p: (C)(6d, c): the relations are precisely the braid relations, plus
commutativity. One can ask how specific this phenomenon is to this situation.

In what follows, we systematically ignore degrees: we work in the category of
(non-graded) monoids. Consider the case of a group G and a single conjugacy class
c of G, whose elements have order ord(c). One can consider the map ® that takes a
tuple g € G" to the tuple:

CD(g) =(81,---/ 81 8ns---,8n)-
N——— N——r
ord(c) ord(c)

The first thing to notice is that ® induces a well-defined map on braid orbits of tu-
ples, compatible with multiplication. Therefore it is a morphism of (non-graded)
monoids Comp p1(cy(G,c) — Compp: (C)(G, c¢) which multiplies degrees by ord(c).
Since CompPl(C)(G, c) is a commutative monoid, this morphism factors through
the abelianization Comp 51 (G, ¢) of Comp p1 () (G, ), which is generated by ele-
ments of ¢ with the braid relations and commutativity as only relations. We obtain a
morphism of commutative monoids ® : Comp A1) (G, ¢)® — Compp: ©)(Gc).

In the case where G is a symmetric group and c is the class of transpositions, the
morphism @ is an isomorphism, as we have illustrated earlier. Such a thing can not
be expected in general, cf. Remark 3.4.20. Nevertheless, consider a tuple g € G" of
size n > |c|ord(c). Then at least one element g € ¢ appears ord(c) times in that tuple.
This implies that g factorizes (modulo braids) as:

g~ (g,...,g)g’.
‘\/—/
ord(c)

One can keep factorizing until the remaining tuple ¢’ is of size less than |c|ord(c).
Hence, the image of D is large in the sense that the}e exists a finite list F of com-
ponents such that every element of Comp]Pl(C)(G,c) is the product of an element
of Im(®) and an element of F. In terms of rings of components, this means that
Rp1(¢) (G, ¢) is a finitely generated R p1(c) (G, ¢)-module (for the action m.y = ®(m)y).
In particular, it is no surprise that the counts of components are similar for A!(C)
and P!(C) up to a constant.

6.3. COUNTING COMPONENTS: THE HILBERT FUNCTION
Our goal is to count the number of components with 2n branch points, i.e.:
HF(2n) = |moHurp, © (&4,¢,2n)|.
By Theorem 6.2.6, a component of degree 21 is uniquely defined by:

— A partition of {1,...,d} into s non-empty sets (Cy,...,Cs), such that at least one
of these is not a singleton (if # > 1). These sets correspond to the connected
components of the multigraph.

— An unordered list of numbers (1;);c (1,.,s} such that }; n; = n, corresponding to the
sizes of the sublists associated with each connected component of the multigraph.



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 171

These integers must satisfy n; > |C;| —1 for all i € {1,...,s}, and n; = 0 when
IGi| = 1.

The constraint n; > |C;| — 1 expresses the fact that n; transpositions cannot generate
a subgroup larger than &,,, 1 (alternatively, a connected graph with v vertices has at
least v — 1 edges). Since there must be at least one transposition for n > 1, there is
also at least one subset of size > 2.

Choose a partition of {1,...,d} into s non-empty sets (Cy,...,Cs) which are not
all singletons. Put all singletons at the end of the list, i.e. the singletons are the
(Cws1,---,Cs). There are s — w singletons, and w > 1 subsets of size > 2. The
number of components of degree 2n associated with this partition is equal to the
number of ways to write n as a sum 1y + ...+ 1, with r; > |C;| — 1. This is also
the number of ways to write n — ) ;(|C;j| — 1) = n —d + s as a sum of w nonnegative

n—d+s+w-1
w—1 ’
Consequently, the total number of components of degree 2n is:

HF(2n)—d;ji Y <n—d+s+w—1>'

w=1 (Cy,...,Cs) partition of {1,....d} with w—1
s—w singletons and no empty subset.

integers, i.e.:

All that is left to do is to count the partitions of {1,...,d} into s nonempty subsets
with s — w singletons (w > 1). In the next two subsections, we approach this question
in two different ways.

6.3.1. The leading monomial of the Hilbert polynomial

In this subsection, we prove Theorem 6.1.2 (i):

Theorem 6.1.2 (i) (recalled). Let d' = |d/2|. For n > d — 1, the sequence HF(2n) Theorem 6.1.2 (i) (re-

coincides with a polynomial of leading monomial: called)
d' d’*l . .
W n if d is even,

(1 + d/) - if d is odd
3 ) 27 (a)(d —1)! '

Proof. Recall that:

HF(2n) =

Nagk

S

Z Z <n —d+s+w-— 1)
w=1 (Cy,...,Cs) partition of {1,....d} with w—1

s—w singletons and no empty subset.

d—1
s=1

Assoonasn—d+s+w—1> w—1, i.e. when n > d — s, the binomial coefficient
n—d+s+w-—1

1 coincides with a polynomial in 1 of degree w — 1 and of leading
w [—

coefficient (w%l), So HF(2n) coincides with a polynomial in 1 as soon as n > d — 1,
of leading monomial:

NW) . w-1
W—1)! X n (6.3.1)
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where W is the maximum value reached by w and N(W) is the number of partitions
that reach that number. The partitions of {1, ...,d} with the highest numbers of non-
singletons (i.e. w is maximal) are those that are mostly made of pairs. Specifically:

— When 4 is even, the highest possible number W of non-singleton subsets in a par-
tition of {1,...,d} isd' = g This number is reached for any partition of {1,...,d}
made entirely of pairs (any other partition either has singletons or loses the op-
portunity to form a pair by grouping three elements together, and thus has less
subsets). The number of ordered partitions of {1,...,d} into d’ pairs is:

4 \_4a
2,...,2) 2

1 d! d!

T @od T dgn

Finally:
N(W) = N(d')

— When d is odd (d = 2d’' + 1), the highest possible number W of non-singleton
subsets in a partition of {1,...,d} is also W = d’. It is reached for any partition
in d’ pairs with a singleton left out, and for any partition consisting of 4’ — 1 pairs
and a subset of size 3 (any other partition either has more singletons or has less
subsets). The number of partitions of {1,...,d} in d’ pairs and one singleton is:

] 1 (d-1\\ dd-1y  a
“Nan\o, . 2) | = odgr T 2dgn

one singleton d’ pairs

and the number of partitions of {1,...,d} in d’ — 1 pairs and one subset of size 3

d 1 (@-31\\ _dd-1)d-2) (d—3)
3 “\N@-ni\2...,2))~ 6 27 —1(g —1)!
——

1S:

one subset of size 3 d'—1 pairs
d!
T3 x2d(d =)
We finally compute N(W):
d! d! a’y d!
N(W)=N(d) = = (1+Z ) —/—_.
(W) (@) 2d/d’!+3><2d/(d’—l)! < * 3>2d’d’!

The announced formulas for the leading monomial follow immediately using
Equation (6.3.1) O
6.3.2. An exact formula for the Hilbert polynomial

Let S*(d,s,i) be the number of partitions of {1,...,d} into s nonempty sets with
exactly i singletons (where i <'s < d). We have the equality:

d—1 s _ _
HF(2n) =Y ) S*(d, s, s —w) (n dts+w 1) (6.3.2)
s=1w=1 w—1
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Moreover, we have the formula:
" . day . . .
S*(d,s, i) = ; S*(d—1i,s—1,0) (6.3.3)

d . . .
Indeed, there are | . | ways to choose which elements go into the i singletons, and
i

then we partition the d — i remaining elements without any singletons.

Denote by S(d,s) the Stirling numbers of the second kind (how many ways
are there to put d things into s nonempty boxes?). A partition of {1,...,d} into s
nonempty sets must have some number i of singletons, hence:

S(d,s) = ZS*(d,s,i). (6.3.4)

Combined with Equations (6.3.3) and (6.3.4), this implies:

Sd,s) =Y <d> S*(d—i,5—i,0).
i—0 \'*

Let us now compute, for s < d:

j=0 j j=0i=0 j i
s s ) _

—22(—1)1(4> <‘? ]>S*(d—1,s i,0)
j=0i=j ) |

I
I
=
Il ~
o
—
\
[y
S—
<.
/N
~. [
~
/N
-~
(.
—.
~
W
*
—
QU
\
Ny
©
N
(@]
S—

I
™1

>, (d
=Y (]S (d—is—i0)0
i=0 \!
= 5%(d,s,0)
This lets us express the values of 5* in terms of Stirling numbers3: 3We could have used the

inversion formula for bino-
mial transforms.
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Using Equation (6.3.2), we finally compute the total number of components:

d—1 s N _
HF(2n) = E( d+s+w 1)5*(d,s,s—w)

s=1w=1 w—1
d—1 s w ) . B

=y Yyt d+s+w—1 o Vstd—ssw—i o))
s=1w=1j=0 w—1 S—W,],d—s—i-w—]
d—1d—-s w ) . B

= Y o (—1y n—s+w-—1 d, |S(s+w—j, w—j)
s=1w=1j=0 w—1 dfsfw,],s+wf]
d—1d—s w ) . .

— (71)10—] n—s+w-—1 d . | S(S+]',]').
s=1w=1j=0 w—1 d_S—Y/U,ZU—],S—i—]

This is the second half of Theorem 6.1.2. A formula without Stirling numbers can
be obtained using the equality:

k .
son) = 20 (F o

i j

These formulas are of little use. For instance, computing the leading monomial using
them is tedious.

6.4. THE SPECTRUM OF THE RING OF COMPONENTS

In this section, we assume that k is an algebraically closed field of characteristic either
0 or > d, and we prove Theorem 6.1.3, which describes the set of k-points of the spec-

trum of Rp1(¢)(&y, ¢) as a subset of AT (k). The proof relies on Theorem 5.5.13.

Coordinates of points of k"7 are indexed by pairs (i,j),1 < i < j < d, and
we denote the basis vector corresponding to the pair (i, /) by e;;. If A is a subset of

{1,...,d}, we let:
def
€A :e 2 ei,]-.

1<i<j<d
ijeA

We recall and prove Theorem 6.1.3:

Theorem 6.1.3 (recalled). The subset Spec (R]Pl ©)(S4, c)) (k) ofAd(dz;u (k) is the union
of the vector subspaces Spany(ea,, ..., ea,) over all families { Ay,..., A} of disjoint subsets

of {1,...,d}.

Proof. Theorem 5.5.13 applies. Indeed:

— The subgroups & 4 corresponding to subsets A C {1,...,d} of size at least 2 are
non-splitters, since transpositions form a single conjugacy class in a symmetric

group.

— All subgroups generated by transpositions are products of non-splitters, namely
symmetric groups corresponding to disjoint subsets of size at least 2 (Theo-
rem 6.2.6 (iii)). The factors form a free factor family by Proposition 5.5.9: indeed,
a transposition in a product of symmetric groups lies in one of the symmetric
groups.

Theorem 6.1.3 (recalled)
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— For a given degree n and subset A C {1,...,d}, there is at most one component of
group G4 of degree n. Indeed, the multigraph corresponding to a tuple represent-
ing such a component must have n edges, all contained in a single connected com-
ponent (corresponding to A), and multigraphs of this kind are all 7-I'-V-equivalent
by Lemma 6.2.5. We conclude by Theorem 6.2.6 (v).

Moreover, all non-factorizable components have degree 2 by Theorem 6.2.6 (ii);
thus, “weighted spans” are actual vector spans in this situation. We deduce from
Theorem 5.5.13 that 7z(G4, X ... x G4,) is the vector span of {e4,,..., €4, }, minus
the vector span of any k — 1 of these vectors. If A is a singleton or the empty set, then
e is the null vector, so there is no need to exclude subsets of size < 2 in the union.
By Proposition 5.1.3, we have:

Spec (R]I)l(c)(Gdrc)> (k)
= | eH)

HESubGd,C

k
= | (Span(eAl,...,eAk)\|_|Span(eAl,...,@,...,eAk)> .
Aty AL C {1} i=1
disjoint
Since we are adding Span(ea,,...,€x,,...,ea,) back anyway, we may as well never
subtract it:

Spec (R]Pl(C)(Gd,c)) (k) = U Span(ea,,...,ea,)- O
Aty AL C{ L}
disjoint

6.4.1. Examples

In this subsection, we obtain graphical representations of the spectrums of the rings
of components for small values of d. All generators of Rp: (C)(Gd,c) have the same
degree 2: the issues mentioned in Remark 3.4.20 do not arise. Therefore, we draw the
k-points of Proj(Rp1(c) (&4, ¢)). We have described an embedding of in the projective
space of dimension d(dTH) — 1. Since drawing in large dimensions is uneasy, our
depictions are very schematic.

— Drawing of Proj(Rp1 (63, ¢)): Proj(Rp:(c) (63, ¢)) has exactly four k-points. It is
of dimension 0, so we are in the “non-splitting” case of [EVW16].

{1,2}
{1,2,3} (1,3}

{2.3}

— Drawing of Proj(Rpi(c)(S4,¢)): The set Proj(Rpi(c)(S4,c))(k) consists of five
points (corresponding to the subsets of {1,2,3,4} of size > 3) and two lines, (for
the pairs of disjoint subsets of size 2). It is of dimension 1.

Figure 6.4.1.
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Proj(Rp1(c) (&3, ¢)) (k).

Over each

point

we

have indicated the cor-

responding
{1,2,3}.

subset

of



— Partial drawing of Proj(Rpic)(Se,c)):
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{1,2,3}  {1,2,4}  {1,3,4}  {2,3,4}

x x X X

(12,34 {34} {24} {23}

X

{1,2} {13} {14}

The minimal example for which
R]Pl(C)(Gd,c) is of dimension 2 is obtained when d = 6. In this case, the
irreducible components are 15 planes (one for each triple of disjoint pairs of
elements of {1,2,3,4,5,6}), 10 lines (for the pairs of disjoint subsets of size 3) and
22 points (for the subsets of size > 4). These irreducible components intersect:
for example the planes corresponding to the triples ({1,2},{3,4},{5,6}) and

({1,2},{3,5},{4,6}) intersect at the point associated to {1,2}.

Since there is much to draw, we focus on the part corresponding to subsets of size
2, i.e. the 15 planes. We represent the planes as triangles, the lines corresponding
to two disjoint subsets of size 2 as edges, and the subsets of size 2 as vertices.
We use a tool by Iacopo lacopini4 designed to draw simplicial sets by simulating
mechanical springs, using the Python library networkx. This yields the following
drawing:

Figure 6.4.2.
Proj(Rp1(¢) (S4,¢)) (k).

4 Available at https://gith
ub.com/iaciac/py-draw-s
implicial- complex/blob/
master/Draw2dsimplicialc
omplex.ipynb

Figure 6.4.3.

A schematic draw-
ing of a part of

Proj(Rp:(¢)(Se,¢))


https://github.com/iaciac/py-draw-simplicial-complex/blob/master/Draw 2d simplicial complex.ipynb
https://github.com/iaciac/py-draw-simplicial-complex/blob/master/Draw 2d simplicial complex.ipynb
https://github.com/iaciac/py-draw-simplicial-complex/blob/master/Draw 2d simplicial complex.ipynb
https://github.com/iaciac/py-draw-simplicial-complex/blob/master/Draw 2d simplicial complex.ipynb
https://github.com/iaciac/py-draw-simplicial-complex/blob/master/Draw 2d simplicial complex.ipynb

< Chapitre 7 %"

THEORIE ALGEBRIQUE DES
G-REVETEMENTS ET DES
ESPACES DE HURWITZ

S —

(A summary of this chapter in English may be found in Section 7.3)

Résumé du chapitre

DANS CE CHAPITRE, nous énongons des définitions et faits connus concernant
les revétements algébriques et leurs espaces de modules, les schémas de Hur-
witz. On met I'accent sur les liens avec les constructions topologiques des cha-
pitres 2 et 3 et avec le probléeme de Galois inverse. Ici aussi, un G-revétement
n’est pas nécessairement connexe.

Les définitions, notations et énoncés de ce chapitre sont utilisés dans le
chapitre 8.
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Organisation du chapitre

7.1 Revétements algébriques - - - - - - . . . . . . . . . 178
7.2 Les schémas de Hurwitz - . . . . . . . . . . . . . . 488
7.3 Summary of the chapter in English - - - . - . . . . . . 196

I1'y eut un son lointain d"une grande pureté, aigu et percant,
comme un cceur de souris qui se brise.
« C’était quoi ? », demanda-t-il.
Trymon pencha la téte.
« Do diese, je pense. »
— T. Pratchett (trad. P. Couton),
Le Huitieme Sortilege, 1983.

Dans ce chapitre, nous revisitons les revétements et leurs espaces de modules dans
le cadre de la géométrie algébrique. Ce point de vue est largement employé dans le
chapitre 8. De nombreux objets introduits dans les chapitres 2 et 3 ont un pendant
algébrique : cela concerne notamment les espaces de configuration (Définition 7.1.2),
les G-revétements (Définition 7.1.4) et les espaces de Hurwitz (Section 7.2). Nous
revoyons ces objets dans ce contexte, en explicitant les liens qui les unissent a leurs
équivalents topologiques. Ce chapitre utilise la terminologie présentée dans la sous-
section 1.4.4.

Dans ce qui suit, on considére uniquement les revétements ramifiés de la droite
projective IP!, marquée au point a l'infini co, et on suppose toujours ces revétements
non-ramifiés au-dessus du point a I'infini Quand on emploie des notations des cha-
pitres 2 et 3, on ne précise pas 'espace topologique X, qui est systématiquement la
droite projective complexe IP!(C).

On fixe un groupe fini G et un corps de nombres K plongé dans Q. On désigne
par T'x le groupe de Galois absolu Gal(Q|K) de K.

7.1. REVETEMENTS ALGEBRIQUES

Dans cette section, nous définissons les revétements et G-revétements algébriques
(Définitions 7.1.3 et 7.1.4). On relie ces revétements au probleme de Galois inverse
(Corollaires 7.1.8 et 7.1.11) et aux revétements topologiques du chapitre 2 (Sous-
section 7.1.4). Enfin, on définit des notions arithmétiques importantes concernant ces
revétements, notamment leur corps de définition (Sous-section 7.1.5) et l'action du
groupe de Galois absolu de K sur les revétements algébriques (Sous-section 7.1.6).

7.1.1. Configurations algébriques

Au sens de la définition 2.3.8, une configuration est une liste non-ordonnée t =
{t1,...,tn} de n nombres complexes distincts. On note Conf, (C) 1'espace topologique
de ces configurations, qui est Conf,, p1(¢) avec les notations de la définition 2.3.8.
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Définition 7.1.1. Une configuration t € Conf,,(C) est définie sur K lorsque les éléments
ty,...,ty sont tous algébriques sur Q et que I'ensemble {ty,...,t,} est globalement
invariant sous l'action du groupe de Galois absolu 'y = Gal(Q|K). On note Conf, (K)
I'ensemble des configurations définies sur K.

L’espace des configurations de n points de la droite projective a un pendant sché-
matique. En effet, choisir une configuration t = {t;,...,t,} équivaut au choix d'un
polyndéme unitaire (X —t1) - (X — t,,), de degré n et sans racine multiple. On peut
paramétrer ces polyndmes par leurs coefficients plutdt que par leurs racines. Ce point
de vue rend inutile de quotienter par 'action du groupe symétrique &, : les configu-
rations vues comme polynomes sont naturellement non-ordonnées. Cela conduit a la
définition suivante :

Définition 7.1.2. Le schéma Conf, est la sous-variété ouverte de A" obtenue en enle-
vant le sous-ensemble Zariski-fermé A (la grosse diagonale) défini par 1’équation poly-
nomiale correspondant au discriminant de X" 4 X" M e, X+ ay.

Les C-points de Conf, forment (pour la topologie analytique) un espace homéo-
morphe a Conf,(C). Cela rend la notation Conf, (C) non-ambigué. De méme, la no-
tation Conf, (K) est justifiée par le fait que les K-points de Conf, soient en bijection
avec les configurations définies sur K.

7.1.2. Les k-G-revétements algébriques

Soit k un corps de caractéristique premiere a I'ordre |G| du groupe G. On définit les
revétements algébriques de PP} (on ne précisera en général pas « ramifiés ») de la
maniere suivante :

Définition 7.1.3. Un revétement algébrique de P} est un morphisme fini, plat et gé-
nériquement étale d’une courbe projective lisse Y sur k vers la droite projective P},
non-ramifié au-dessus du point a l'infini cc.

Les k-points de IP} au-dessus desquels un revétement algébrique est ramifié défi-
nissent une configuration® définie sur k : c’est le lieu de branchement du revétement
algébrique. En dehors de ce lieu de branchement, un revétement algébrique de P}
définit un morphisme fini étale dans IP; \ t.

On réservera 'expression « k-G-revétement » aux revétements ramifiés de ]P,% mu-
nis d"une action de G. Comme dans le cas topologique, on ne suppose pas ces revéte-
ments irréductibles :

Définition 7.1.4. Un k-G-revétement est la donnée d’un revétement algébrique
p : Y — P} et d'un morphisme de groupes de G dans le groupe AUtIPi(Y) des
automorphismes du revétement, tels que l'action de G induite sur chaque fibre
géométrique non-ramifiée soit libre et transitive.

Donnons rapidement la définition d'un morphisme de k-G-revétements entre
p: Y —>Pletq : Y — Pi Il s’agit d'un morphisme de schémas Y — Y’ qui fait
commuter le diagramme :

Y ——— Y/

A

Définition:
Configuration définie sur K

Définition:
Espace des configurations
(algébrique)

Définition:
Revétement algébrique de
]I)l

k

'La finitude du lieu de
branchement résulte du fait
quun morphisme généri-
quement étale entre courbes
lisses est étale en dehors
d’'un fermé, voir [Stacks,
Lemma 0C1C].

Définition:
k-G-revétement


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0C1C
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et qui commute avec l’action d’'un g € G quelconque :

Y — Y

|k

Y — Y
Cette notion définit une catégorie des k-G-revétements ramifiés de PL.

Définition 7.1.5. Si k est un corps algébriquement clos, un k-G-revétement marqué est
la donnée d'un k-G-revétement et d’un k-point dans la fibre non-ramifiée au-dessus
du point a I'infini co.

Nous ne définissons volontairement pas la notion de k-G-revétement marqué
lorsque k n’est pas algébriquement clos car il y a deux définitions raisonnables entre
lesquelles nous souhaitons éviter toute confusion :

— La donnée d"un k-G-revétement et d’un point géométrique (c’est-a-dire un k-point)
du revétement au-dessus du point a l'infini.
Cette notion correspond aux revétements qui sont classifiés par les groupes fonda-
mentaux étales 7' (IP} \ t, co) (pour des configurations t € Confy(k)). Autrement
dit, une classe d’isomorphisme de k-G-revétements munis d’un point géométrique
marqué au-dessus du point a l'infini, et non-ramifiés hors d’une configuration
t € Conf,(k), correspond a un morphisme 7§t (P} \ t, o) — G.

— La donnée d'un k-G-revétement et d’un k-point du revétement au-dessus du point
a l'infini.
Cette notion est plus restrictive. La proposition 7.1.19 montre que de tels revéte-
ments sont obtenus comme k-modeles de k-G-revétements munis d’un point géo-
métrique, et qui sont invariants (comme revétements marqués) sous l'action du
groupe de Galois absolu I'y définie dans la sous-section 7.1.6.

Des deux, la notion la plus utile pour nous sera la deuxieme. Nous choisissons une
terminologie non-ambigué pour désigner ces revétements :

Définition 7.1.6. Un k-G-revétement muni d’un k-point marqué est la donnée d’un k-G-
revétement et d’un k-point dans la fibre au-dessus du point a l'infini.

7.1.3. Revétements algébriques et extensions de corps de fonctions

Sip:Y — P} est un k-G-revétement avec Y irréductible, alors le corps de fonc-
tions k(Y) de Y est une extension galoisienne de k(T) dont le groupe de Galois est
isomorphe a G. Si, de plus, Y est géométriquement irréductible, cette extension est
réguliere : les seuls éléments de k(Y) qui sont algébriques sur k sont les éléments de k.

Dans le cas des courbes, le foncteur « corps de fonctions » définit une équivalence
de catégories, voir [Stacks, Theorem 0BY1] :

Proposition 7.1.7. Les deux catégories suivantes sont équivalentes :
— La catégorie des k-G-revétements irréductibles.

— La catégorie des extensions finies galoisiennes F de k(T) munies d'un isomorphisme entre
Gal(F|k(T)) et G.

La proposition 7.1.7 lie le probléme de Galois inverse sur les corps de fonctions a
I'étude des k-G-revétements :

Définition:
k-G-revétement marqué

Définition:
k-G-revétement muni d'un
k-point marqué

Proposition:

Equivalence entre revéte-
ments algébriques de ]P}l( et
extensions de k(T)


https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BY1
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Corollaire 7.1.8. Un groupe G est réalisable comme groupe de Galois sur k(T) si et seulement
s’il existe un k-G-revétement irréductible. De plus, il existe une réalisation régquliere de G
sur k(T) si et seulement s'il existe un k-G-revétement géométriquement irréductible.

7.1.3.1. Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert On présente a présent le théoreme d’ir-
réductibilité de Hilbert, qui entraine 1’existence de liens entre le probleme de Galois
inverse sur k(T) et celui sur k lorsque k est un corps de nombres. La forme la plus
célebre du théoreme d’irréductibilité de Hilbert est la suivante :

Théoreme 7.1.9. Soit n > 2 un entier et P(xq,...,x) € Q(x1)[x2,..., %y un poly-
nome irréductible. Il existe une infinité de nombres rationnels x* € Q tels que le polynoéme
P(x*,x3,...,%y), en n — 1 variables, soit irréductible dans Q[xy, ..., xy).

Ce théoréeme peut étre amélioré de plusieurs fagons :

— On peut remplacer Q par n’importe quel corps de nombres L.

Le théoreme original dit que Q est hilbertien, et on sait aussi que toute extension
finie d’un corps hilbertien est hilbertienne [FJo8, Corollary 12.2.3]. Mentionnons
qu'il existe d’autres corps hilbertiens, tels que Q, ou n’importe quelle extension
abélienne d’un corps de nombres.

— Soit L un corps de nombres et L' une extension finie de L. Si le polynome
P(x1,...,xn) € L'(x1)[x2,...,xn] est irréductible, alors on peut choisir un x*
dans le « petit corps » L de sorte que P(x* xp,...,%,) soit irréductible dans
L'[xy,...,x,], autrement dit sur le « gros corps ». Pour une référence, on peut
consulter [FJo8, Corollary 12.2.3] ou [V6lg6, Corollary 1.8. (2)].

— On peut géométriser le théoreme 7.1.9 (voir par exemple [BSFP14]) en remplagant
le polyndme par un morphisme fini étale depuis une variété sur L, qu’on sup-
pose irréductible méme apres extension des scalaires & L/, dans une sous-variété
ouverte Y de A7, avec n > 1. Le théoréme entraine alors qu’il existe des L-points
de Y au-dessus desquels la fibre est irréductible sur L/, c’est-a-dire que ses points
géométriques sont transitivement permutés par l'action de Gal(Q|L’).

Un énoncé raffiné possible est le suivant, qui sert dans le chapitre 8 pour la dé-
monstration du théoreme 8.4.5 :

Théoréme 7.1.10. Soit L un corps de nombres, L' une extension finiede L, et p : X — Y
un morphisme fini étale d’une variété X sur L vers une sous-variété ouverte Y de A}. On
suppose que 'extension des scalaires Xy, de X a L' est irréductible. 1l existe alors un L-point
t € Y(L) tel que I'action de Gal(Q|L’) sur les Q-points de X qui sont envoyés sur t par p
soit transitive.

Last but not least, le théoréme d’irréductibilité de Hilbert a le corollaire suivant (voir
[V6lg6, Proposition 1.7 (i)]) qui le rend central dans 'étude du probleme de Galois
inverse :

Corollaire 7.1.11. Soit k un corps de nombres. S’il existe une extension galoisienne de k(T)
dont le groupe de Galois est isomorphe a G (c’est-a-dire, étant donné le corollaire 7.1.8, s'il
existe un k-G-revétement irréductible), alors il existe une extension galoisienne de k dont le
groupe de Galois est isomorphe a G.

Corollaire:
Reformulation du probléme
de Galois inverse sur
les corps de fonctions en
termes de revétements

Théoréme:
Théoreme d’irréductibilité
de Hilbert

Théoréme:
Théoreme d’irréductibilité
de Hilbert, le dernier cri

Corollaire:

La réalisation de G comme
groupe de Galois sur k(T)
entraine sa réalisation sur k
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7.1.4. Le théoreme d’existence de Riemann

Le théoreme d’existence de Riemann entraine que tout revétement analytique est al-
gébrique. Plus précisément, il induit une équivalence de catégories reliant, d'une part,
les revétements analytiques (ou topologiques, voir la remarque 3.1.1) finis ramifiés de
la droite projective complexe et, d’autre part, les revétements algébriques de ]P,lc (finis,
plats, génériquement étales). Au regard de la proposition 7.1.7, cela signifie que les
extensions finies de C(T) dont le groupe de Galois est G sont en correspondance avec
les G-revétements topologiques ramifiés connexes de IP!(C). Vu le corollaire 2.4.15,
cela entraine une solution positive au probleme de Galois inverse sur C(T) :

Corollaire 7.1.12. Tout groupe fini est isomorphe au groupe de Galois d’une extension galoi-
sienne de C(T).

Le théoréme s’énonce également en termes de groupes fondamentaux : étant don-
née une configuration t € Conf,(C), le groupe fondamental étale 75t (P \ £, o),
qui par définition classifie les revétements finis étales marqués, est le complété pro-
fini du groupe fondamental topologique 711 (IP*(C) \ ¢, ), qui classifie les revéte-
ments topologiques marqués (voir le théoréme 2.2.26). Notamment, pour tout groupe
fini G, les morphismes 7§(P_. \ t,00) — G sont en bijection avec les morphismes
m (PY(C)\ t,00) — G.

Dans le cas d'une configuration t € Conf,(Q), constituée de points algébriques

sur Q, le groupe fondamental étale 7$'(IPL \ ¢, 00) sur C est isomorphe au groupe
fondamental étale nft(]l’}ﬁ \ t,00) sur Q (voir par exemple [Lan20]). En conséquence,

on peut (2 isomorphisme preés) assimiler les G-revétements topologiques de P!(C),
ramifiés en une configuration t € Conf, (Q), et les Q-G-revétements ramifiés en f.

Dans la suite, on ne justifie pas systématiquement d’alterner les points de vue : on
identifie implicitement G-revétements topologiques et Q-G-revétements lorsque les
points de branchement sont algébriques.

7.1.5. Corps de définition des G-revétements

Le théoréeme d’existence de Riemann pose les bases d'une approche géométrique du
probleme de Galois inverse régulier : sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle, la situation se réduit a celle des revétements topologiques. Le cas des
corps non-algébriquement clos peut alors étre envisagé du point de vue de la des-
cente galoisienne : on cherche des criteres, notamment géométriques, assurant que
certains Q-G-revétements sont obtenus a partir Q-G-revétements (par exemple) par
extension des scalaires. D’apres le corollaire 7.1.11, une telle conclusion entraine que
le groupe G est réalisable comme groupe de Galois sur Q.
On définit le corps de définition d'un G-revétement de la fagon suivante :

Définition 7.1.13. Un C-G-revétement, ramifié en une configuration t € Conf, (K), est
défini sur K s'il est isomorphe au C-G-revétement obtenu par extension des scalaires
d’un K-G-revétement ramifié en t. Un G-revétement topologique de IP!(C), ramifié
en t, est défini sur K lorsque le C-G-revétement qui lui correspond par le théoreme
d’existence de Riemann (défini & isomorphisme pres) est défini sur K. Dans cette
situation, le corps K est un corps de définition du G-revétement.

Le probléeme de Galois inverse régulier sur K(T), pour le groupe G, est équivalent &
la question suivante : parmi les G-revétements ramifiés connexes de P! (C), en existe-
t-il un qui soit défini sur K ?

Corollaire:

Réponse positive au pro-
bleme de Galois inverse sur
C(T)

Définition:

Revétement défini sur k
Corps de définition d'un re-
vétement
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On résume par un diagramme la stratégie suggérée par cette approche :

. L. Figure 7.1.14.
Probleme de Galois inverse sur Q pour G La stratégie réguliére

pour le probleme de
théoreme d’irréductibilité de Hilbert Galois inverse sur Q
pour le groupe G

Probleme de Galois inverse sur Q(7") pour G

équivalence corps de fonctions/courbes
existence . A .y .
dun point - Ixistence d'un Q-G-revétement irréductible
fixe 7/ :

! a probléme de descente ?
M}

\
AY

1
Action de . — ~ ., .
Gal (@ | Q) C Existence d'un Q-G-revetement irréductible
théoreme d’existence de Riemann

Existence d’'un G-revétement
topologique connexe ramifié de P*(C)

description combinatoire des revétements

Existence d'un n-uplet d’éléments
de G engendrant GG, de produit 1

Sans rentrer dans les détails, disons ici un mot sur la forme que prennent les
critéres géométriques qui permettent d’obtenir des informations sur les corps de dé-
finition des revétements. Les critéres connus sont des criteres de rigidité : d’abord, on
identifie des propriétés invariantes sous l'action (décrite dans la sous-section 7.1.6)
du groupe de Galois absolu Gal(Q|K). On montre ensuite, par des arguments géomé-
triques, que (de facon exceptionnelle) ces invariants caractérisent de maniére unique
le G-revétement qu’on considere. Cela entraine que le G-revétement en question est
défini sur K. Des arguments similaires sont utilisés dans le chapitre 8.

7.1.6. L'action de Galois

Dans cette sous-section, nous définissons une action du groupe de Galois I'yx =
Gal(Q|K) sur les Q-G-revétements, a la fois dans le cas marqué et dans le cas non-
marqué.

7.1.6.1. Définitions. On fixe une configuration ¢t € Conf,(K), définie sur le corps
de nombres K. On désigne par 7,5 le groupe fondamental étale « géomé-
trique » nft(ﬂj}ﬁ \ t, ) et par 7y g le groupe fondamental étale « arithmétique »
Pk \ t, o). B

On fixe une cloture algébrique Q(T) de Q(T) qui contient Q, puis on désigne

par () la sous-extension maximale de Q(T) | Q(T) qui est non-ramifiée hors des

places correspondant a ¢.*> On a la chaine d’extensions : *Lextension (%|Q(T) joue
le role du revétement uni-
versel de P1(C) \ t.
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dont on tire la suite exacte courte suivante :

7o%s) mg — 'k —— 1. (7.1.1)

Le corps () est plongé dans Q(T), lui-méme plongé dans le corps des séries de
Puiseux sur Q qu’on note @(( (1/T)V/* )) . Le groupe de Galois absolu I'y agit sur le

corps @(( (1/T)/= )) des séries de Puiseux en agissant sur chaque coefficient d'une
telle série.

Considérons un automorphisme ¢ € I'k. La configuration t étant définie sur K,
l'image par ¢ d’une extension de Q(T) non-ramifiée hors de ¢ est elle-aussi non-
ramifiée hors de ¢t : le corps (); est donc stable sous 1’action de I'. Il y a ainsi une
action de I'g sur () triviale sur K(T), c’est-a-dire un morphisme de groupes :

s:Tx — Gal(QL‘K(T)) ~ 1.

On vérifie aisément que le morphisme s scinde3 la suite exacte de 1’équation (7.1.1) :

mg — 'k — L
r-s—

1 7'(1/@

On définit alors une action de I'y sur le groupe 7,  en utilisant le morphisme s :

Définition 7.1.15. Pour tout o € I'y et v € 7, i, on pose 0.y def A5, qui est bien un
€élément de 77, & puisque ce sous-groupe est normal dans 77y k.

Enfin, on définit I'action de I'k sur les G-revétements marqués :

Définition 7.1.16. L'action d'un automorphisme ¢ € I'x sur une classe d’isomor-
phisme de G-revétements marqués de IP!(C) ramifiés en ¢, vue comme un morphisme
¢ : ;g — G, est définie par I'égalité suivante pour tout v € 7, &

@) (1) = pler) = ¢ (1)

Cette action préserve le groupe de monodromie d'un G-revétement ramifié en ¢.
De plus, on a 'égalité 0.(¢¢) = (0.¢)$ pour tout g € G : le groupe I'x agit donc aussi
sur les classes d’isomorphisme de G-revétements non-marqués ramifiés en .

7.1.6.2. Corps de définition et action de Galois, cas non-marqué. 1l est possible de caracté-
riser les corps de définition des G-revétements non-marqués en termes de I'action de

Galois sur ces revétements :

3 En fait, chaque K-point de
P! \ t donne une section. Ici,
nous regardons celle asso-
ciée au point co. D’autres
sections proviennent des
points de f, vus comme
« points-base tangentiels ».

Définition:
Action de Galois sur le
groupe fondamental étale

Vo)
Définition:

Action de Galois sur les G-
revétements marqués
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Proposition:
Proposition 7.1.17. Soit ¢ un morphisme de groupes 7, g — G. Les deux propriétés sui- Corps de définition et ac-
vantes sont équivalentes : tion de Galois
(i) Il existe un morphisme de groupes p : Tx — G tel que Vo € Tk, 0.¢p = ¢P(),
(ii) Le morphisme ¢ s'étend a4 711, C'est-a-dire qu’il existe un morphisme de groupes ¢ :
m,x — G tel que le diagramme suivant commute :
s 1,9 — T K
Démonstration. Donnons des noms aux morphismes intervenant dans la suite exacte
de I’équation (7.1.1) : on désigne par f la surjection 71y x — I'k, et on voit 'injection
T g — 71,k comme une inclusion — c’est-a-dire qu’on identifie 77, 5 au noyau deéf.
Rappelons que le morphisme s : IT'x — 71 x est une section de f, c’est-a-dire que
fos=idn .
(ii) = (i) Supposons que ¢ s’étende en un morphisme ¢ : mx — G.Siy € Ty g, ona:
c.9(7) = (7)) = ¢(7) = §(1)7ED) = g(3)?C),
On a donc (i) avec p = g oss.
(i) = (ii) Supposons qu’il existe un morphisme de groupes p : Tx — G tel que .¢p = ¢°()
pour tout o € I'x. Siy € Mk, ona:
F(rs(F)™) = FF(F )T = Ff(n) =1
et par conséquent s(f(y)) ! appartient a m, g = ker(f). On définit alors I'appli-
cation suivante :
~ T,k — G
¢: 1
v o= e(s(fM)Te(f(7):
Siy € my g, alors f(7) =1 et donc ¢(7y) = ¢(7). Ainsi, 'application ¢ étend ¢. 11
reste a vérifier que ¢ est un morphisme de groupes. Pour x,y € 7y, ona:
P(x)9(y) = @(xs(fF(x) e (f(x) @(ys(F(y) e (f(y)) par définition de ¢
= ¢(xs(f(x)) 1) (P(ys(f(y))il)p(f 9) o(f(xy)) p est un morphisme
= @(xs(f(x)71) (F(x).0) (ys(f () ") p(f(x9)) par (i)
-1 -1 s
= ¢(xs(f(x) ™) (s (F(x)ys(f(y)) s(f(x)) )p(f(xy)) par définition 7.1.16
= o(xys(f(xy)) " Hp(f(xy)) @, s, f sont des morphismes
= ¢(xy) par définition de ¢
Ceci conclut la preuve. O

La propriété (ii) de la proposition 7.1.17 correspond, par définition du groupe fon-
damental étale, au fait que le G-revétement non-marqué correspondant a ¢ provienne
d'un K-G-revétement non-marqué, c’est-a-dire qu’il soit défini sur K. Il faut faire at-
tention au fait que la propriété (i), qui lui est équivalente, est plus contraignante que la
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condition « l'orbite de ¢ sous l’action de conjugaison de G est invariante sous 1’action
de I'k », qui correspond au cas ol p est une simple application et non un morphisme
de groupes. Le lemme suivant permet, dans certains cas, de faire le lien entre ces deux
hypotheses:

Lemme 7.1.18. Soit ¢ un morphisme de groupes 71, 5 — G tel que, pour tout o € I'g, il
existe un élément p(0) € G tel que 0. = ¢'%). On suppose que le centralisateur C dans G
de l'image de ¢ est un sous-groupe normal de G, et que la projection canonique G — G/C
admet une section ¢ : G/C — G. Alors, I'hypothése (i) de la proposition 7.1.17 (et donc aussi
I'hypothese (ii)) est satisfaite.

Démonstration. L'égalité ¢* = ¢P équivaut a ce que af~! commute avec tous les
éléments de I'image de ¢, c’est-a-dire que a et B soient égaux modulo C. Ainsi, les
éléments p(0) sont définis uniquement a un élément de C pres. En conséquence,
l'application p : Ty — G/C induite par la formule o + p(c) est un morphisme
de groupes. On définit alors p = ¢ o p, qui est un morphisme de groupes 'y — G.

Puisque ¢ est une section, p et p coincident modulo C, et donc ¢.¢p = ¢P(?), O
L’hypothése du lemme 7.1.18 est satisfaite dans les situations suivantes :

— L’image de ¢ est un sous-groupe central de G (en particulier, si G est abélien).
Dans ce cas, on a C = G et la section ¢ est le morphisme trivial 1 — G : on est en
fait dans le cas de la proposition 7.1.19 ci-dessous, car les revétements marqués et
non-marqués forment des catégories équivalentes dans cette situation.

— Le morphisme ¢ est surjectif, i.e. il correspond a un G-revétement connexe, et il
existe un morphisme r : G — Z(G) dont la restriction a Z(G) est 'identité (on
dit que G se rétracte sur son centre). En effet, Z(G) est automatiquement normal
dans G, et on définit une section ¢ : Inn(G) ~ G/Z(G) — G en envoyant 'auto-

morphisme de conjugaison par un élément & € G sur I'élément ar(a)~! :

— Cela est bien défini : si z € Z(G) alors azr(az) ™! = azr(z) tr(a) ™! = ar(a)?,

ot on a utilisé que r coincidait avec l'identité sur Z(G).

- 11 s’agit bien d’un morphisme de groupes : si g,h € G alors ghr(gh)™! =
ghr(h)~1r(g)~! = gr(g)~thr(h)~1, ot on a utilisé que r était a valeurs dans
Z(G).

En fait, dans cette situation, on montre que G est isomorphe au produit direct
Z(G) x Inn(G). Les principaux exemples de groupes se rétractant sur leur centre
sont les groupes abéliens, et les groupes dont le centre est trivial — en particulier,
tous les groupes simples.

7.1.6.3. Corps de définition et action de Galois, cas marqué. La proposition 7.1.17 admet
un analogue pour les G-revétements marqués. On donne de plus une paramétrisation
de tous les K-modeles du G-revétement marqué :

Proposition 7.1.19. Soit ¢ un morphisme de groupes 7,5 — G et soit C le centralisa-
teur dans G de l'image de ¢ (si ¢ est surjectif, C = Z(G)). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le morphisme ¢ est invariant sous I'action de Galois, c’est-a-dire que pour tout o € I'g,
onaoc.g=¢.

Proposition:
Corps de définition et ac-
tion de Galois, cas marqué
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(ii) L'application ¢ > ¢ os définit une bijection entre l'ensemble des morphismes
¢ :m g — G étendant @ et 'ensemble des morphismes y : IT'x — C.

(iii) Le morphisme ¢ s’'étend uniquement en un morphisme @ : 1y x — G trivial sur Im(s).
Démonstration.
(if) = (iii) On prend pour ¢ 'antécédent du morphisme trivial I'x — C.
(iii) = (i) Pour toutx € 71,5, ona o.¢(x) = P(x°0)) = @(x)?60) = p(x)! = @(x).

(i) = (ii) Montrons d’abord que si ¢ étend ¢, alors ¢ os est a valeurs dans C. Soit o € I'. Par
I'hypothese d’invariance, on a ¢(x) = ¢(x*(9)) = ¢(x)?6() pour tout x € T 5
On en déduit que ¢(s(c)) commute avec tous les éléments de I'image de ¢.

Montrons désormais l'injectivité. Si ¢ étend ¢, alors :

#(0) = §(x(s(F(2)) " s(F(x) = @(x(s(f(x) ) (Fos)(f(x))

ET[L@

et donc ¢ est déterminé par ¢ os. Pour la surjectivité, on fixe un morphisme y :
I'k — C et on définit I'application suivante, qui étend ¢ :

§(x) = p(x(s(F()) ) nlF(x)):

Il s’agit bien d’un morphisme car :

= ¢(xy). O

Le morphisme y : I'x — C décrit la fagon dont un automorphisme ¢ € I'x agit sur
le point marqué. En particulier, quand on le choisit trivial, on obtient un K-modéle
du revétement marqué pour lequel le point marqué est K-rationnel, et ce modéle est
unique : on peut donc raisonnablement identifier les G-revétements marqués inva-
riants sous l'action de Ik, et les K-G-revétements munis d’un K-point marqué.

Remarque 7.1.20. L'image d’'une extension ¢ : w1 x — G de ¢ est, en général, plus
grande que I'image de ¢ (cela n’arrive pas, par exemple, si ¢ est surjective). Cela est lié
au fait que le K-G-revétement correspondant au morphisme ¢ puisse étre irréductible
(¢ est surjective) sans étre géométriquement irréductible (¢ n’est pas surjective).

Remarque 7.1.21. Les propositions 7.1.17 et 7.1.19 ne sont en rien spécifiques a la si-
tuation des G-revétements. Elles s’appliquent a une suite exacte courte scindée quel-
conque, et peuvent étre percues comme la « propriété universelle du produit semi-
direct » : étant donnée une action d’un groupe B sur un groupe A, un morphisme
¢ : AXB — G est la donnée d'un morphisme ¢ : A — G et d'un morphisme
#:B— Gtels que u(b)p(a) = ¢p(b.a)u(b) pour tousa € Aetb € B.
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7.2. LES SCHEMAS DE HURWITZ

Dans la remarque 3.1.1, on a dit que les espaces de Hurwitz étaient munis d’une
structure naturelle de variétés analytiques complexes en tant que revétements finis
d’espaces de configurations. Des résultats de type « G.A.-G.A. »* entrainent que ces
espaces sont alors aussi des variétés algébriques complexes, en 'occurrence des C-
schémas avec un morphisme fini étale dans les espaces de configuration (Conf;)c.
Il se trouve que ces espaces de Hurwitz algébriques sont en fait définis sur Q : une
fagon de s’en rendre compte est d’observer qu’on a défini plus haut une action de
Gal(Q|Q) sur leurs Q-points (partiellement, mais le cas des points de branchement
non rationnels n’est pas beaucoup plus compliqué) ; un critere de descente dit a Weil
assure alors que cette action provient bien de I'action de Gal(Q|Q) sur les points
géométriques d'un Q-schéma.> Pour la construction de ces espaces, on peut consulter
[Debgg, Sous-section 2.2] ou [RWo6, Theorem 4.11].

7.2.1. Espaces de Hurwitz algébriques

Nous présentons désormais les espaces de Hurwitz que nous considérons, en men-
tionnant leurs propriétés les plus importantes :

7.2.1.1. Cas marqué. Le Q-schéma H*(G,n) est 'espace de Hurwitz des G-
revétements marqués de P!, ramifiés en n points, et non-ramifiés au-dessus du
point a l'infini. Il s’agit d’'un revétement fini étale, en général non irréductible, du
Q-schéma Conf,,.

L'ensemble des C-points de #* (G, n), muni de la topologie analytique, est homéo-
morphe a I'espace de Hurwitz topologique Hury, ©) (G, n). Ainsi, les points géomé-
triques du schéma H*(G, n) correspondent aux G-revétements topologiques marqués
de IP1(C), ramifiés en 1 points. L'action de T sur les Q-points au-dessus d’un K-point
de Conf;, coincide avec I’action de la définition 7.1.16. C’est un espace de modules fin,
dont les K-points correspondent aux K-G-revétements munis d'un K-point marqué
dans la fibre non-ramifiée au-dessus du point a l'infini (voir la proposition 7.1.19).

Le Q-schéma CH* (G, n) est le sous-schéma de H*(G, n) obtenu en ne considérant
que les G-revétements marqués géométriquement connexes. L'ensemble des C-points
de CH* (G, n), muni de la topologie analytique, est homéomorphe a CHurp, ©) (G, n).
L'existence d'un Q-point de CH* (G, n) entraine qu’il existe une extension galoisienne
réguliere de Q(T), de groupe de Galois G, ramifiée en n places, et telle qu'il existe un
premier non-ramifié de degré 1 (le Q-point marqué). En particulier, cela donne une
réponse positive au probleme de Galois inverse pour G sur Q par le théoreme d’irré-
ductibilité de Hilbert (plus précisément le corollaire 7.1.11). Remarquons également
que l'existence d’un premier non-ramifié de degré 1 est une hypothése commune de
la théorie du « patching » de Harbater, qu’on utilise dans la section 8.4.

7.2.1.2. Cas non-marqué. Le Q-schéma H(G,n) est I'espace de Hurwitz des G-
revétements non-marqués de IP!, ramifiés en n points, et non-ramifiés au-dessus du
point a l'infini. Il s’agit d’un revétement fini étale, en général non irréductible, du
Q-schéma Conf,,.

L'ensemble des C-points de H(G, n), muni de la topologie analytique, est homéo-
morphe a I'espace de Hurwitz topologique Hurp: (G, n). Ainsi, les points géomé-
triques de H (G, n) correspondent aux G-revétements topologiques non-marqués de

4« Géométrie Algébrique
et Géométrie Analytique »
[Ser56]. Le théoreme d’exis-
tence de Riemann vu précé-
demment est un exemple de
tel résultat.

5En réalité, les espaces de
Hurwitz sont méme définis
sur Z[1/ |G| ], mais nous les
voyons ici toujours comme
Q-schémas.
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P! (C) ramifiés en n points. L'action de T'x sur les Q-points au-dessus d’un K-point
de Conf;, coincide avec l’action induite par celle de la définition 7.1.16.

Le Q-schéma CH (G, n) est le sous-schéma de 7 (G, n) obtenu en ne considérant
que les G-revétements géométriquement connexes. L'ensemble des C-points de
CH(G,n), muni de la topologie analytique, est homéomorphe & CHurp: ¢ (G, n).

Ces espaces de Hurwitz sont, en général, des espaces de modules grossiers®. Un G-
revétement défini sur K donne lieu a un K-point, mais les K-points ne correspondent
pas nécessairement a des revétements définis sur K. En effet, un point géométrique
est invariant sous 'action de Galois lorsque le morphisme de monodromie d"un mar-
quage arbitraire du G-revétement correspondant satisfait :

Yo € Tk, 3p(0) € G, 0.9 = ¢°17).

Cependant, il faut pouvoir assurer que p ne soit pas une simple application, mais un
morphisme, pour que le G-revétement soit défini sur K (voir la proposition 7.1.17).
Si le groupe G est de centre trivial (par exemple si G est simple et non-cyclique),
alors CH(G,n) est un espace de modules fin, et ses K-points correspondent a des
K-G-revétements géométriquement irréductibles (voir le lemme 7.1.18). Dans ce cas,
I'existence d’un Q-point de CH (G, n) implique une réponse positive au probleme de
Galois inverse pour G sur Q.

Il est possible de relier K-G-revétements et K-points des espaces de Hurwitz
lorsque le centre de G n’est pas trivial, mais cela induit des complications. On peut
consulter [DDg7] pour plus d’informations, et regarder les deux preuves de [ETW17,
Proposition 8.4] pour une situation ot ces difficultés sont surmontées.

Les propriétés des espaces de Hurwitz suggerent une stratégie pour le probleme
de Galois inverse :

Probleme de Galois inverse sur Q pour G

Probleme de Galois inverse sur Q(7') pour G

Existence d'un Q-G-revetement irréductible

Existence d'un Q-point sur un espace de
Hurwitz de G-revéetements connexes

7.2.2. Composantes des espaces de Hurwitz

7.2.2.1. Description dans le cas algébriquement clos. Les composantes géométriquement
connexes de H*(G, n), c’est-a-dire les composantes connexes de 'extension des sca-
laires de H*(G,n) a n’importe quel corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, sont en bijection avec les composantes connexes de Hur* (G, n). Par conséquent
(voir le théoréme 3.3.7), ces composantes sont en bijection avec les orbites sous 1’ac-
tion du groupe des tresses de n-uplets ¢ € G" dont le produit 7g = g1 - - - g vaut 1.

®H(G,n) est l'espace de
modules grossier du champ
de Deligne-Mumford ob-
tenu comme quotient de
H*(G,n) par l'action de
conjugaison de Inn(G).

Figure 7.2.1.

Une stratégie géomé-
trique pour le probléme
de Galois inverse
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En particulier, 'opération de recollement des composantes (voir la sous-section 3.4.1)
permet de recoller des composantes géométriquement connexes de | |, H*(G, n). Les
éléments de degré n du monoide des composantes Comp(G) peuvent étre assimilés
aux composantes de H*(G,n)c ou, de maniere équivalente, de H*(G,n)g. On fait
assez librement l'identification entre :

1) les composantes connexes de H*(G, n)g ou de H*(G,n)c,
2) les composantes connexes de Hur* (G, n),

3) les éléments de degré n de Comp(G).

Bien stir, on obtient des descriptions combinatoires identiques a celles de la
sous-section 3.3.2 pour les composantes géométriquement connexes de CH* (G, n),
de H(G,n) et de CH(G,n), qui correspondent respectivement aux composantes
connexes de CHur*(G,n), Hur(G,n) et CHur(G,n), et admettent les mémes
caractérisations.
7.2.2.2. Corps de définition des composantes. Sil’espace de Hurwitz H*(G, n) pris dans
son ensemble est un Q-schéma, les composantes géométriquement connexes prises
indépendamment ne proviennent en général pas de sous-schémas de H*(G,n) par
extension des scalaires. Pour cause, I’action du groupe de Galois absolu I'k sur les G-
revétements marqués (c’est-a-dire les points géométriques de H* (G, n)) induit une ac-
tion, bien définie, de I'x sur les composantes géométriquement connexes de H*(G, n),
c’est-a-dire sur I'ensemble? gradué Comp(G), et cette action n’est en général pas tri-
viale : les composantes sont permutées par l'action du groupe de Galois.

On introduit, comme pour les revétements, la notion de corps de définition pour
les composantes :

Définition 7.2.2. Une composante géométriquement connexe x de H*(G,n), c’est-
a-dire un élément x € Comp(G) de degré n, est définie sur K si elle provient d'un
sous-schéma de H*(G,n) par extension des scalaires, ou de maniére équivalente si
o.x = x pour tout ¢ € 'y (voir la proposition 1.4.13). Dans ce cas, le corps K est un
corps de définition de la composante x.

On dit d'une composante géométriquement connexe de H(G, n), représentée par
I'orbite sous l'action de conjugaison de G d’un élément x € Comp(G), qu’elle est
définie sur K lorsque pour tout ¢ € Gal(Q|K), il existe ¢ € G tel que o.x = x8.

Remarque 77.2.3. L'action de T'x sur I'ensemble gradué Comp(G) induit une action sur
I'espace vectoriel gradué R]Pl(C)(G,n) (c’est-a-dire 'anneau des composantes de la
définition 3.4.12, dont on oublie la structure d’anneau), et cette action préserve le
degré ainsi que le groupe de monodromie. En particulier, les sous-espaces vectoriels
que sont les idéaux Ig, I, Jc et J et le sous-anneau RC (cf. Définition 3.4.23) sont
tous stables sous l’action de Galois.

7.2.3. Le lemme des cycles de branchement

L’action du groupe de Galois 'k sur les G-revétements et leurs composantes est
difficile a décrire en général. Cependant, l'action sur les multidiscriminants (Défi-
nitions 1.4.6 et 2.3.29) est explicitée par le lemme des cycles de branchements de Fried.
Soit t = {tl,..
phisme o € I'x. Lautomorphisme ¢ agit sur les points de branchement de t en les

., ta} € Conf,(K) une configuration définie sur K et un automor-

71l ne s’agit pas d'une
action sur le monoide
Comp(G), autrement dit
cette action n’est a priori
pas compatible avec 1'opé-
ration de recollement. Ce
point est au centre du
chapitre 8.

Définition:

Corps de définition d'une
composante
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permutant. On note également ¢ la permutation de I'ensemble {1,...,n} telle que
o.tj = ty(p).

Soit un G-revétement marqué ramifié en f, qu’'on voit comme un morphisme de
groupes ¢ : 7, 5 — G (avec les notations de la sous-section 7.1.6). Soit (Y1,.--,7n) €
ﬂ;@ I'image dans 71, 5 d’un bouquet topologique associé a .

Le résultat suivant est classique (voir [Friyy], ou [Cau1i2, Lemme 2.2] pour un
énoncé plus proche du notre) :

iy , o X(o)!
Lemme 7.2.4. L'élément local de monodromie (o.¢)(7y;) est conjugué a (go(ygfl(i)))

Autrement dit, la classe de monodromie, au point t;, du G-revétement sur lequel o
a agi est la puissance x(c’) ~'-ieme de la classe de monodromie, au point ¢~ (¢;), du
G-revétement original.

Donnons une explication informelle du lemme 7.2.4. Pour simplifier les choses,
on consideére le cas d'un point rationnel x € A!(Q). En ce point, le groupe de dé-

composition de Q(T)|Q(T) est isomorphe a Z, engendré topologiquement par un
générateur y qu’on fixe : en effet, en complétant, on trouve 1'extension cyclotomique
Q(((T — x)V/*)|Q((T — x)). Si x = t;, 'automorphisme de () en lequel 7 se res-
treint correspond a un lacet ; € Zo%s) faisant le tour du point ¢; une seule fois.
Le générateur 7 agit sur Q(((T — x)/N)) en multipliant (T — x)!/N par une cer-
taine racine N-iéme (n de l'unité. Considerons un élément ¢ € I'g, qui agit sur
Q(((T — x)1/N)) en agissant sur les coefficients. Pour x € Q(((T — x)/N)), on a
légalité o 1.(y(x)) = 'yX(”)_l (c71.x). On en déduit I'égalité oyo—! = 'yX(”)_l entre
automorphismes de Q(((T — x)1/®)) et, par restriction, entre automorphismes de ().
Ainsi, pour l'action par conjugaison, o agit sur y en ’élevant a la puissance x (o) ~!-
ieme. Cependant, le point base x utilisé pour définir 1’action de I'x n’est pas celui
choisi ci-dessus (a savoir co) — les deux actions sont malgré tout conjuguées puisque
les groupes de décomposition sont tous conjugués entre eux, et 1'égalité entre ¢.7y et
% (@)™ tient donc a conjugaison pres : on retrouve une forme du lemme 7.2.4.

On réécrit maintenant le lemme 7.2.4 en termes de multidiscriminants de compo-
santes. Soit g = (@(71),...,¢(7x)) la description des cycles de branchement de ¢, et
8= (¢(c.71), ..., ¢(0.n)) la description des cycles de branchement de ¢.¢. Soit H

un sous-groupe de G contenant < g>, et ¢ un sous-ensemble de H invariant par conju-
gaison, K-rationnel (voir la définition 1.4.2), et qui contient les éléments du uplet g;.
On note D* I'ensemble des classes de conjugaison de H contenues dans c. Pour tout
o € I'g, on note p, 'application D* — D* induite par la puissance x(o)-iéme, qui
existe car ¢ est K-rationnel.

Soit x € Comp(G) la composante (de G-revétements marqués) représentée par
le uplet g. On rappelle (Définitions 1.4.6 et 2.3.29) que le (H,c)-multidiscriminant
HHc(X) de x est I'application qui associe a chaque classe de conjugaison y € D* son
nombre d’occurrences dans le uplet g.

Définition 7.2.5. La composante x a un (H, ¢)-multidiscriminant K-rationnel si 1’égalité
i (x) = ppc(x) o po est satisfaite pour tout o € T'k. Cela signifie que chaque classe
de conjugaison y € D* apparait autant de fois dans le uplet g que la classe 7X(%), quel
que soit o € I'. a

Un produit de composantes ayant un (H, ¢)-multidiscriminant K-rationnel a lui-
méme un (H, ¢)-multidiscriminant K-rationnel.

Lemme:
Le lemme des cycles de
branchement

Définition:
(H, ¢)-multidiscriminant
K-rationnel
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Du lemme 7.2.4, on déduit le corollaire 7.2.6 ci-dessous. Le corollaire 7.2.6 (ii) donne
une condition nécessaire facile a vérifier pour qu'une composante soit définie sur K,
et le corollaire 7.2.6 (iii) dit que cette condition est suffisante dans le cas abélien :

. Corollaire:
Corollaire 7.2.6. Le lemme des cycles de
. L . branchement en termes de
(i) Pour tout o € Tk, les (H,c)-multidiscriminants des composantes x et o.x sont liés par i
multidiscriminants

I'égalité :
HH,e(0.X) = ppe(X) 0 po-

(ii) Si la composante x est définie sur K, alors elle a un (H, c)-multidiscriminant K-rationnel.

(iii) Si la composante x a un (H,c)-multidiscriminant K-rationnel et que le groupe H est
abélien, alors la composante x est définie sur K.

Démonstration.

(i) Soit v € D* une classe de conjugaison. L'entier pp .(0.x)(7y) est le nombre d’oc-
currences de 7y dans le uplet ¢.g. Par le lemme 7.2.4, ce nombre est égal au nombre

d’occurrences de la classe de conjugaison 7X(?) dans g, C'est-a-dire a ppy o (x) (vX(@).

(ii) Puisque x est définie sur K, nous avons l'égalité o.x = x pour chaque ¢ € Ik.
Par le point (i), cela entraine yp .(x) = pp(x) o ps, c’est-a-dire que x a un (H, c)-
multidiscriminant K-rationnel.

(iii) Le groupe H étant abélien, les classes de conjugaison de H peuvent étre identifiées
aux éléments de H, et les composantes sont simplement des listes non-ordonnées
d’éléments de H dont le produit vaut 1 (le groupe des tresses n’agit que par per-
mutation). Ainsi, deux composantes sont égales exactement lorsque leurs (H,c)-
multidiscriminants sont égaux. La composante x ayant un (H, c)-multidiscriminant
K-rationnel, elle a par (i) le méme (H, ¢)-multidiscriminant que la composante ¢.x
pour tout ¢ € I'x ; ces composantes sont donc égales et x est définie sur K. O

Exemple 7.2.7. Supposons que le groupe G soit abélien. Le corollaire 7.2.6 (iii) permet
de déterminer le corps de définition des composantes. Par exemple, la composante
représentée par le uplet g € G" est définie sur Q si et seulement si tout élément g € G
apparait autant de fois dans le uplet ¢ que chaque élément g* ot1 k est premier avec
I'ordre de g. Donnons des exemples o

— La composante (1,1,1) € Comp(Z/3Z) n’est pas définie sur Q, puisque 1 n’appa-
rait pas autant de fois que —1.

— La composante (1, —1) € Comp(Z/nZ) est définie sur Q lorsque n € {2,3,4,6},
et n’est pas définiesur Qsin =5oun > 7.

Exemple 7.2.8. 1l suit du théoréme 6.2.6 que les composantes de &;-revétements dont
les éléments locaux de monodromie sont des transpositions sont entiérement déter-
minées par leur groupe de monodromie H et par leur (H, H)-multidiscriminant. Les
transpositions étant des involutions, on déduit de corollaire 7.2.6 (i) que l'action de
Gal(Q|Q) préserve le multidiscriminant des composantes. Par conséquent, ces com-
posantes sont toutes définies sur Q.



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 193

Remarque 7.2.9. Soit D un ensemble de sous-ensembles de G disjoints et invariants
par conjugaison, et § une application D — {1,2,...}. Le lemme des cycles de bran-
chement donne les conditions pour définir un espace de Hurwitz H*(G, D, ¢) défini
sur K dont les C-points correspondent aux points de Hur* (G, D, §) : il faut et il suffit
qu'il existe, pour tout automorphisme ¢ € I'g, une application ps : D — D telle que
les puissances x(o)-iémes des éléments de v € D soient des éléments de p(y) € D
et telle que ¢ o py = ¢. Dans le cas ou D est un singleton {c}, cela revient & demander
que c soit K-rationnel.

7.2.4. Comparaison entre le cas marqué et le cas non-marqué

Soit m une composante de H*(G, n)@ et 7 la composante de "H(G,n)@ obtenue en
oubliant les points marqués des G-revétements dans m. La composante m est définie
sur K lorsque o.m = m pour tout o € I'y. Demander a ce que 1 soit définie sur K est,
en général, une propriété plus faible : cela revient a dire que pour chaque ¢ € I'r il
existe un élément y € G tel que o.m = m".

Distinguons deux situations :

— Si (m) = G (les G-revétements dans m sont connexes), alors m? = m pour tout
v € G par la proposition 3.3.11 (v). Dans cette situation, la composante m est
définie sur K si et seulement m est définie sur K : il n’y a pas de différence entre
les deux propriétés.

— Si (m) est un sous-groupe strict H de G, on définit la composante my de #*(H,n)g
en enlevant a chaque G-revétement dans m toutes les composantes connexes a I'ex-
ception de celle du point marqué : ainsi, les G-revétements marqués de groupe de
monodromie H deviennent des H-revétements connexes marqués (voir la proposi-
tion 2.2.23). On définit aussi la composante ny de H(H, n)ﬁ en oubliant les points
marqués des H-revétements connexes contenus dans la composante mp.

Par le point précédent, les corps de définition des composantes mp et iy sont
identiques. Par ailleurs, la définition de l'action de Galois o.m ne dépendant aucu-
nement du groupe ambient, il suit que m est définie sur K si et seulement si m est
définie sur K. En revanche, m peut parfaitement étre définie sur K sans que m ne
le soit (voir 'exemple 7.2.12). Nous résumons la situation par le dessin ci-dessus :

memes corps de définition

ne garder que les composantes
des points marqués

m =N g

supprimer
les
marquages

supprimer
les
marquages

mpg

Figure 7.2.10.
Un résumé de la situa-
tion
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Cette discussion entraine qu’il est équivalent de regarder les corps de définition
des composantes de G-revétements marqués ayant H pour groupe de monodromie
ou de regarder les corps de définition des composantes de H-revétements connexes
non-marqués. Dans [Cau12], I'auteur choisit le second point de vue. Nous choisis-
sons la premiere approche car elle permet un traitement unique des composantes
et donne lieu & une structure algébrique plus simple (le monoide des composantes).

Il y a des situations ot on peut relier les corps de définition de 1 et de m. Le lemme
suivant en donne un exemple :

Lemme 7.2.11. Supposons que la composante m soit définie sur K. Chacune des deux
hypotheses suivantes entraine que m est elle-aussi définie sur K :

— Le groupe H est son propre normalisateur dans G.

— Tous les automorphismes de H sont intérieurs.

Démonstration. Soit ¢ un élément de I'y. L'égalité o.m = m" entraine H = H".
Ainsi, la conjugaison par I'élément y € G définit un automorphisme de H.

- Si H est son propre normalisateur, alors on doit avoir y € H.

- Si tout automorphisme de H est intérieur, alors il existe un ¢/ € H tel que
WY = K pour tout 1 € H. En particulier, o.m = m" = m?.

Dans les deux cas, on déduit de la proposition 3.3.11 (v) que o.m = m. La compo-
sante m est alors définie sur K. O

Enfin, nous donnons un exemple de situation oit le corps de définition de 1 est
strictement plus petit que celui de m :

Exemple 7.2.12. Soit G = &,, avec n > 3. On a un morphisme injectif p de Z/nZ
dans G donné par :

p(k)(1) = (k+1 mod n).

On note H l'image de p, qui est un sous-groupe de G isomorphe a Z/nZ. La
décomposition en cycles de p(k) ne dépend que de l'ordre de k dans Z/nZ : il y
a n/ord(k) cycles, chacun de taille ord (k). Ainsi, tous les éléments de méme ordre
dans Z/nZ ont leur image par p conjuguée dans G.

Maintenant, 'image par un automorphisme ¢ € I'g de la composante m
de l'espace de Hurwitz H*(Gn,n)@ qui est représentée par le n-uplet
g = (p(1),p(1),...,p(1)) est, par le lemme des cycles de branchement, re-

n
présentée par le n-uplet 0.g formé de n copies de p(x(c) mod n). En particulier,

cette composante de &, -revétements marqués n’est pas définie sur Q. Cependant,
puisque (x(c) mod n) est d’ordre n dans Z/nZ, les deux uplets g et 0.g sont
conjugués par un élément de S;, et cela pour tout ¢ € I'q : laicompgsante
correspondante 71 de &,-revétements non-marqués est définie sur Q.

7.2.5. Laction de Galois sur le lifting invariant

Soit un sous-groupe H de G et un sous-ensemble ¢ de H invariant par conjugaison,
K-rationnel (définition 1.4.2), et tel que les éléments de c engendrent H. On désigne
par D* I'ensemble des classes de conjugaison de H contenues dans c. On reprend les
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notations de la sous-section 3.4.7. Le contenu de cette section provient intégralement
de [EVW12; Woo21].

On s’appréte a définir une action de I'x sur le groupe U;(H,c), qui décrit la fa-
con dont le lifting invariant d’une composante se transforme sous l’action de I'g
(Proposition 7.2.14). Ce résultat généralise le lemme des cycles de branchement (Co-
rollaire 7.2.6 (i)).

Soit un élément o € I'g. Puisque le sous-ensemble c est K-rationnel, ’opération
de puissance x(c)-ieme définit une application p, : D* — D*. Pour chaque classe
de conjugaison ¢ € D*, on fixe un élément arbitraire g, € 7 et on note g, (resp.

(g, )X 1) la projection dans S, (voir le théoréme 3.4.44) de ’élément [gy] € U(H,¢)

(resp. [( gW)X(”fl)} € U(H,c)). On définit alors I’élément suivant de S., dont on peut
vérifier qu'il est indépendent du choix de g,:

w(y,o) ® g D (g,

L'image de 1'élément w(vy,o) dans H est (gy)’X(”fl)(gW)X(f]) = 1, cet élément

appartient donc a Hy (G, ¢) et est central dans S..

Définition 7.2.13. Soit un élément v € U(H,c), quon écrit comme un couple (h, ¢)
via l'isomorphisme U(H,c) ~ S. x ZP" du théoreme 3.4.44. On définit alors :
Hab

oo = <h7‘(‘71) IT w(y,a)¥ IPOPU)'

yeD*

Cette formule définit une action de I'x sur I'ensemble U(H, c¢) (voir [Wooz21, Para-
graph 4.1]). Enfin, la proposition suivante découle de [Woo21, Paragraph 6.1] :

Proposition 7.2.14. Soit x € Comp(H, c). Alors Iy ((0.x) = .11y +(x).

Par projection sur la deuxiéme coordonnée ZP", la proposition 7.2.14 redonne le
lemme des cycles de branchement (Corollaire 7.2.6 (i)). Une conséquence de la pro-
position 7.2.14 est une condition nécessaire plus fine que celle du corollaire 7.2.6 (ii):

Corollaire 7.2.15. Soit x € Comp(H,c). Si la composante x est définie sur K, alors son
(H, c¢)-lifting invariant est T g-invariant.

Montrons finalement que l'action de Ik, lorsqu’on la restreint en une action de
U1 (G, c), est compatible avec la structure de groupe de U; (G, ¢) :

Théoreéme 7.2.16. L'action de T'x sur Uy (H, c) est compatible avec la multiplication.

Démonstration. Soit v,v’ € Uy (H,c), qu'on décompose sous la forme v = (h,¢), v/ =
(W,¢") avec h, W € Hy(H,c) et , ¢’ € ker(77). Ona vv’ = (hh',p + ¢'). Soit o € T'k.
En reprenant les notations de la définition 7.2.13, on a:

0.(v0) = ((hh’)w” [T wlra)C (g +¢) om)

yeD*

yeD*

Définition:
Action de Ty sur U(H, ¢)

Proposition:

Comment le lifting inva-
riant d'un revétement se
transforme sous I'action de
Galois

_ ((WC(U1> 1—[ w(’Y,U)lP(C)> <(h/))((01) H w(ry,a)#”(f)) , ¢0p0+lp/opa>

yeD* yeD*

= (c.0)(c.0").

O
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Dans le calcul final, nous avons utilisé de maniere répétée le fait que Hy(H, c) est
abélien. Cette preuve ne s’applique donc pas a des éléments arbitraires de U(H,c).
En revanche, la méme preuve montre que 'égalité 0.(vv') = (0.v)(0.v') est vraie des
que les éléments v, v’ € U(H,c) commutent.

7-3. SUMMARY OF THE CHAPTER IN ENGLISH

In this section, we summarize some of the content of Chapter 7 in English. The focus
is on stating only key definitions and results which are used in Chapter 8.

We fix a finite group G and a number field K embedded in Q. We let Ty =
Gal(Q|K). In what follows, we consider only branched G-covers of the projective line
P!, marked at co, and we always assume that these covers are unramified at co. Each
time we use notation from Chapters 2 and 3, we do not specify the topological space
X, which is always the complex projective line P (C).

7.3.1. Algebraic covers

Let n € N. The configuration scheme Confy is the open Q-subvariety of Ag) obtained
by removing the zero locus of the discriminant polynomial (Definition 7.1.2). Its C-
points, equipped with the analytic topology, form a space Conf,(C) homeomorphic
to the space Conf,, p1¢) from Definition 2.3.8: the configuration scheme is the scheme
counterpart of the configuration space. The set of its K-points Conf, (K) is the set of
configurations t € Conf, p1(c) consisting of points whose coordinates belong to Q,
and such that the points are globally preserved by the Galois action of Gal(Q|K); we
say that such configurations are defined over K.

Let k be a field of characteristic not dividing |G|. In this work, a k-G-cover is a
finite, flat, generically étale morphism from a smooth projective curve Y over k to
the projective line P}, unramified above the point at infinity, and equipped with a
morphism from G to the automorphism group® Aut]P}( (Y) inducing a free transitive

action of G on the set of k-points in any unramified fiber (Definitions 7.1.4 and 7.1.5).
A k-G-cover equipped with a marked k-point is moreover equipped with a k-point in the
unramified fiber above the point at infinity (Definition 7.1.6).

7.3.2. Fields of definition of G-covers and the inverse Galois problem

The equivalence between smooth curves and their function fields leads to an equiva-
lence of categories between irreducible k-G-covers and Galois field extensions of k(T
with Galois group G (Proposition 7.1.7). In particular, when k is a number field, the
existence of an irreducible k-G-cover implies the existence of a Galois extension of k
with Galois group G, and hence a positive answer to the inverse Galois problem for
G over k (Corollary 7.1.8 and Corollary 7.1.11). This is a consequence of Hilbert's
irreducibility theorem, which we state under the following form:

Theorem 7.1.10 (translated). Let L be a number field, L' be a finite extension of L, and
p : X — Y be a finite étale morphism from an L-variety X to an nonempty open subvariety
Y of A} Assume that the extension of scalars Xy, of X to L' is irreducible. Then, there is an
L-point t € Y (L) such that the action of Gal(Q|L’) on the set of Q-points of X which are
mapped to t by p is transitive.

8ie. the group of auto-
morphisms of Y which com-
mute with the map to ]P]l(:

Y —————— Y

NS

Theorem 7.1.10 (trans-
lated)
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Riemann’s existence theorem (Subsection 7.1.4) implies that C-G-covers and topologi-
cal branched G-covers of IP!(C) form equivalent categories: when k is an algebraically
closed field of characteristic zero, the study of k-G-covers reduces to topology. Us-
ing this correspondance, a positive answer to the inverse Galois problem over C(T)
or Q(T) follows from Corollary 2.4.15. Riemann’s existence theorem is behind the

following isomorphism, for any ¢ € Conf,(Q):

T (PG \ £,00) = 11 (IPY(C) \ £, o)

which implies that isomorphism classes of topological marked G-covers of IP(C)
branched at t € Conf,(Q) are in one-to-one correspondance with group morphisms
from 7$t(IPL \ ¢, 00) to G. A way to approach to K-G-covers is to start with Q-G-covers,
which are well-understood, and try to determine which of these G-covers come from
K-G-covers via extension of scalars: such a G-cover is said to be defined over K, and
K is then a field of definition of the G-cover (Definition 7.1.13). A G-cover is defined
over K if and only if the corresponding morphism ¢ : ni”t(]l’}ﬁ \ £, 0) extends into a

morphism ¢ : 71§ (P} \ ¢, 00):

n‘lét(]P}G\;,oo) —— Pk \ t,00)

|
13§72
@ v

G

A marked G-cover is defined over K it is comes from a K-G-cover equipped with
a marked K-point via extension of scalars (Definition 7.1.13). There is an action of
the absolute Galois group Gal(Q|K) on marked G-covers of IP'(C) branched at a
configuration t € Conf,(K) (Subsection 7.1.6); this action preserves the monodromy
group. A marked G-cover is defined over K if and only if it is invariant under this
action (Proposition 7.1.19). If one finds a connected G-cover which is defined over K,
then G is a Galois group over K(T) and consequently over K. This suggests the
following strategy for realizing a given finite group G as a Galois group over Q:

Inverse Galois problem for G over Q
Hilbert’s irreducibility theorem

Inverse Galois problem for G over Q(T')

. equivalence curve/function field
existence of

afixed ,--- Existence of an irreducible Q-G-cover
point? / ,
\ 7 ' descent problem

Gal(Q|Q)- C Existence of an irreducible Q-G-cover
action
Riemann’s existence theorem
Existence of a connected branched
topological G-cover of P!(C)
branch cycle description
Existence of an n-tuple of elements
of G of product 1 which generate GG

7.3.3. Hurwitz schemes

Hurwitz spaces of G-covers of P! branched at 1 points have algebraic counterparts:

197
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— H*(G,n) is the Q-scheme counterpart of Hurp, (C)(G,n). It is a finite étale cover
of Conf,. Its C-points form a space homeomorphic to Hurp, (C)(G,n), and its
K-points correspond to marked G-covers defined over K, i.e. K-G-covers with a
marked K-point. If the subscheme CH" (G, n) classifying geometrically connected
marked G-covers has a K-point, then G is a Galois group over K(T) and hence
over K.

— M(G,n) is the Q-scheme counterpart of Hurp:(¢)(G,n) and CH(G, n) is the sub-
scheme classifying geometrically connected G-covers. They are finite étale covers
of Conf,,. Their C-points form spaces homeomorphic to (C)Hurp: ©) (G,n).

In general, these moduli spaces are coarse. However, if G is centerless, then K-points
of CH(G,n) correspond to geometrically connected G-covers defined over K; in
particular, the existence of a Q-point implies that G is a Galois group over Q.

The properties of these spaces suggest a strategy for realizing a finite group G as a
Galois group over Q:

Inverse Galois problem for G over Q
Inverse Galois problem for G over Q(T')

Existence of an irreducible Q-G-cover

Existence of a Q-point on a Hurwitz space
of branched connected G-covers

Geometrically connected components of %*(G,n) are in one-to-one correspon-
dance with connected components of the topological space Hur]’l‘,l(c) (G,n), and con-
sequently with braid group orbits of n-tuples g € G" whose product 7g = g1 - gn
is 1. We freely identify components of H*(G, n)g and elements of degree 7 in the
monoid of components Comp(G). We obtain analogous descriptions for components
of CH*(G,n)g, H*(G,n)g and H(G, n)g (cf. Subsection 3.3.2).

The Galois action of I'y = Gal(Q|K) on marked G-covers induces an action on
geometrically connected components of 7*(G,n), i.e. on the graded set Comp(G)
(not on the monoid!). We say that a component x € Comp(G) is defined over K if it is
invariant under this action, or equivalently if it comes from a connected component
of the Hurwitz space H*(G, n)k over K via extension of scalars. (Definition 7.2.2)

7.3.4. The branch cycle lemma

The Galois action on multidiscriminants (Definitions 1.4.6 and 2.3.29) of components
is described by the branch cycle lemma.

Let H be a subgroup of G and ¢ be a subset of H which is conjugation-invariant
and K-rational (Definition 1.4.2). Let D* be the set of conjugacy classes of H contained
in ¢ and, for each o € Ik, denote by p, the map D* — D* defined by the x(c)-th
power of conjugacy classes.

Let x € Comp(H, ). Recall that the (H, ¢)-multidiscriminant pg .(x) : D* — Z of
x maps a conjugacy class y € D* to the number of its occurrences in a tuple represent-
ing x (Definitions 1.4.6 and 2.3.29). We say that x has a K-rational multidiscriminant if
HH,c(X) = up(x) o ps for all o € T (Definition 7.2.5). The branch cycle lemma is the
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following result, which gives an easily checked necessary condition for a component
to be defined over K:

Corollary 7.2.6 (translated). Corollary 7.2.6 (trans-
) lated)

(i) Forall o € Tk, we have pp(0.x) = pp(x) o po.

(ii) If the component x is defined over K, then it has a K-rational (H, c)-multidiscriminant.

(iii) If H is abelian and the component x has a K-rational (H, c)-multidiscriminant, then x is
defined over K.

As an application of Corollary 7.2.6 (iii), the component (1, —1) € Comp(Z/nZ)
is defined over Q if n € {2,3,4,6} and is not defined over Q if n = 50rn > 7
(Example 7.2.7).

7.3.5. The Galois action on the lifting invariant

Let H be a subgroup of G, let ¢ be a K-rational (definition 1.4.2) conjugation-invariant
subset of H generating H, and let D* be the set of conjugacy classes of H contained
inc.

Let ¢ € Tk. Let py be the map D* — D* corresponding to the x(c)-th power

S NIg

operation. For each ¢y € D*, choose a g, € 7 and let g, (resp. (g,)X(“")) be the
projection in S; (cf. Theorem 3.4.44) of the element [g,] (resp. {(g«r)X(‘fl)} yof U(H,c).
Define the following central element of S., which does not depend on the choice of g,:

w(y,0) & 7510 (g (),

Definition 7.2.13 (translated). Let v € U(H, c¢), decomposed as (h, ) via the isomorphism Definition 7.2.13 (trans-
U(H,c) ~S. x ZP" (Theorem 3.4.44). We define: lated)
Hab

o= (h?((”_l) [T wlv,e)¥@, wopa> )

yeD*

This formula defines an action of 'y on the set U(H,c). When restricted to an
action of T'x on Uj(H,c), it is compatible with the group structure (Theorem 7.2.16).
This action describes how the lifting invariant of a cover changes under the I'k-action:

Proposition 7.2.14 (translated). Let x € Comp(H, c). Then, Iy (0.x) = 0. I1p o(x). Proposition 7.2.14
(translated)
In particular, the lifting invariant of a component defined over K is I'g-invariant
(Corollary 7.2.15).
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FIrLDs OF DEFINITION OF
COMPONENTS OF HURWITZ
SPACES
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Summary of the chapter

IN THIS CHAPTER, we study the fields of definition of geometrically ir-
reducible components of Hurwitz moduli schemes of marked branched
G-covers of the projective line, where G is a fixed finite group. The main focus
is on determining whether components obtained by “gluing” two compo-
nents, both defined over a number field K, are also defined over K. We present
a list of situations in which a positive answer is obtained (Theorem 8.1.2).

As an application, when G is the Mathieu group Mb3 or the transitive
group PSL,(FF6) % Z/2Z, components defined over Q of dimension 4 are
constructed using patching methods (Examples 8.2.6 and 8.4.6).

The content of this chapter is largely taken from the preprint [Seg23].



202 FIELDS OoF DEFINITION OF COMPONENTS OF HURWITZ SPACES

Outline of the chapter
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Consider a difficult problem A. Rather than solve it as such,
consider a more general and more difficult problem B. Next,
weaken the requirements in the problem B and try to solve
the problem C obtained in such a way. We shall call this
activity an approach to the problem A, even though “the inter-
section” of A and C is empty.

— V. V. Ishkanov, B. B. Lure, D. K. Faddeey,

The Embedding Problem in Galois Theory, 1997.

8.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS

8.1.1. Introduction

Let G be a finite group and K be a field of characteristic zero. Hurwitz schemes are
moduli spaces of branched G-covers of P!. Their K-points are significant for number
theory since they are tightly related to the inverse Galois problem for G over K(t); see
[Friz7; FV91; RWo6]*.

When K is algebraically closed, Riemann’s existence theorem implies that the the-
ory reduces to topology. Specifically, C-points of Hurwitz schemes correspond to
isomorphism classes of topological G-covers of punctured Riemann spheres®. A clas-
sical topological construction lets one “glue” two marked covers — one with r; branch
points and one with #, branch points — into a single marked cover with r; 4 1, branch
points3. This gluing operation plays a central role in [EVW16].

When K is a complete valued field, Harbater defined an analogous patching op-
eration to construct covers defined over K with a specified monodromy group by
patching together covers with smaller monodromy groups; see [Haro3; HVg6; Liugs].
This construction leads to a positive answer to the inverse Galois problem over K(T).

For number theorists, the most interesting case is that of number fields. However,
no gluing or patching operation is known in this case, although it would be a game-
changing tool for inverse Galois theory. In this chapter, we focus not on G-covers
themselves but on geometrically connected components of Hurwitz schemes, and we
study the possibility of gluing these components over a number field.

Identifying components defined over Q is a crucial first step in finding rational
points on these schemes. The question of the fields of definition of these components
is a well-studied topic; see [Cau12; DEo6; EVW12; FVg1]4.

* see also Subsection 7.1.3

2 cf. Subsection 7.1.4

3 cf. Subsection 2.4.2

4 see also Subsection 7.2.2



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 203

8.1.2. Main results

Assume K is a number field. The gluing operation over Q induces a monoid structure>

on the set Comp(G) of geometrically connected components of Hurwitz schemes

classifying marked branched G-covers of IP!. To understand the arithmetic properties

of the topological gluing operation, a prominent question is the following:

Question 8.1.1. Let x,y € Comp(G) be components defined over K. Is the component

xy, obtained by gluing x and y, defined over K?

Question 8.1.1 and related problems are the main focus of this chapter. Our main

result is that the answer is positive in situations (i), (ii) and (iii) below:

Theorem 8.1.2. Let x,y € Comp(G) be components defined over K. Denote by Hy and

Hy the monodromy groups of the marked G-covers contained in x and y respectively, and let
H = <H1, H2> Then:

(i)
(ii)

(iii)

If HiHy = H, then the glued component xy is defined over K.

If every conjugacy class of H that is a local monodromy class of the covers in the component
xy occurs at at least M branch points (for some constant M which depends only on the
group G), then xy is defined over K.

There are elements vy, € H satisfying <H¥ ,H) ,> = H such that the component xVyV/,

obtained by letting vy, act on x and y and by gluing the resulting components, is defined
over K.

The three parts of Theorem 8.1.2 are proved in three corresponding sections:

Theorem 8.1.2 (i) (which is Theorem 8.2.3 (iii)) is proved using techniques intro-
duced by [Cauiz] and lemmas about the braid group action on tuples. In Sec-
tion 8.2, we present this result, including a generalized version, and propose ap-
plications. Cases of interest include the situation where H; or Hp is normal in H,
notably if one is included in the other or if H is a semi-direct product H; x Hj
(Example 8.2.6).

Another consequence of our ideas is presented in Subsection 8.2.4: we show that
the Galois action on components is entirely determined by the Galois action on
components with few branch points; precise statements are given in Proposi-
tions 8.2.8 and 8.2.9.

Theorem 8.1.2 (ii) (which is Theorem 8.3.1 (iii)) is proved using the lifting invariant
presented in [EVWi12; Wo021]° after ideas of Fried, as well as a version of the
Conway-Parker theorem. In Section 8.3, we use this invariant to determine the
fields of definition of glued components.

Theorem 8.1.2 (iii) (which is Theorem 8.4.5) is based on patching results over com-
plete valued fields, following the algebraic approach from [HVg6]. By patching
covers over infinitely many complete valued fields, we obtain a result in the num-
ber field case. Section 8.4 deals with the proof of this theorem. Applications are
given in Examples 8.4.6 and 8.4.7: with our techniques, we construct components
defined over Q of connected G-covers with only four branch points when G is the
Mathieu group Mps or the transitive group PSL,(IF14) % Z /27, without checking
any rigidity property. These examples are generalized by Proposition 8.4.8.

5 Comp(G) is the monoid of
components Compyp: ¢ (G)
in the notation of Sec-
tion 3.4. We systematically
omit “IP1(C)”.

Question:

Is gluing of components
possible  over  number
fields?

Theorem:

P Positive answers to
Question 8.1.1 in various
situations

% see also Subsection 3.4.7
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We do not know if the answer to Question 8.1.1 is always positive. Finding coun-
terexamples is difficult because there are few tools available to prove that components
are not defined over Q. For instance, the lifting invariant cannot be used to find a
counterexample, as established by Theorem 7.2.16. Indeed, the lifting invariant of a
product of components defined over K is preserved by the Galois action: from the
point of view of this invariant, products of components defined over K are indistin-
guishable from components defined over K.

Remark 8.1.3. We include non-connected G-covers, i.e. covers whose monodromy
groups are proper subgroups of G, because we are interested in patching-like results.
Typically, we want to construct components with monodromy group G by gluing
components with smaller monodromy groups. If we do not take this phenomenon
into account, the answer to Question 8.1.1 is “yes”: the concatenation of two compo-
nents defined over K of connected G-covers is always defined over K. This follows
from Theorem 8.1.2 (i). In [Cau12], a different but equivalent choice is made: instead
of considering components of marked non-connected G-covers, Cau considers com-
ponents of unmarked connected H-covers where H is a subgroup of G. The links
between these two approaches are discussed in Subsection 7.2.4.

8.1.3. Notation

We use the following notation and terminology throughout the chapter. The content
of this subsection partly overlaps Section 1.4. In what follows, G is a finite group and
K is a number field. Number fields are always equipped with an embedding into Q.
We denote by 'y the absolute Galois group Gal(Q|K). The cyclotomic character of K
is denoted by x : [y — Z*.

8.1.3.1.  Tuples. Tuples are denoted with underlined roman letters.  Let
g =(g1,--.,84n) be a tuple of elements of G. Then:

— Its size deg(g) is the number n of elements in the tuple.

— Its group <§> is the subgroup of G generated by g1,...,8n. If g,,..., & are tu-
ples, we denote by < 8yreees §s> the subgroup of G generated by the subgroups

(81 ()

— The product of g is mg = g182---gn € G. We say that g is a product-one tuple if
g =1.

— Let H be a subgroup of G containing < §>. A conjugacy class y of H appears in g
if there is some i for which g; € 7. The set of the conjugacy classes of H which
appear in g is denoted by Dy/(g).

— Let H be a subgroup of G which contains < g> and c be a conjugation-invariant
subset of H which contains g1, ..., gs. If 7 is a conjugacy class of H contained in c,
we denote by ip(g)(7) the count of its appearances in g, i.e.:

81’6’)’}‘-

This defines an integer-valued map p1(g) on the set D* of all conjugacy classes

e = |{i € {1...m)

of H contained in c. We call this map the (H, c)-multidiscriminant of g.
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All these objects and properties are preserved by the braid group action on tuples
(Proposition 3.3.8). Therefore, we extend these notations when the tuple g is replaced
by a braid group orbit of a tuple, i.e. an element x € Comp(G).

8.2. THE GROUP-THEORETIC APPROACH

In this section, we propose new applications of ideas introduced in [Cau12], which
we recall in Subsection 8.2.1. In Subsection 8.2.2, we prove the main result Theo-
rem 8.2.3 (iii), which corresponds to Theorem 8.1.2 (i): this result gives a sufficient
group-theoretic condition for the product of two components defined over K to be
defined over K. This theorem is generalized in Subsection 8.2.5 and examples are
given in Subsection 8.2.3. In Subsection 8.2.4, we use similar methods to express the
Galois action in terms of its action on components of small size, cf. Propositions 8.2.8
and 8.2.9. Our approach is based on braid manipulations and group-theoretic criteria.

8.2.1. Cau’s theorem

Following [Cau12], if x1,...,x, € Comp(G) and H is a subgroup of G which contains
(x1,...,%n), we define the following subset of Comp(G):

n
niH(xl,.. .,Xn) = {Hx?’i
i=1

We also introduce the following subset, which always contains xj - - - x;:

(’)/1/“-/’)/71) € Hn} .

n
nifq(xl, e Xy) = {Hx;”
i=1

(Y1,.--,vn) € H"
<x1(yl"'xzn>:<xl...xn> :

When H is not specified, it is assumed that H = (x7 - - - x,).

In Cau’s terminology, a list of elements of Comp(G) corresponds to a degenerescence
structure A, and elements of nif(A) are called A-components. Cau gives a criterion to
identify whether a given component is a A-component depending on the existence of
a specific “A-admissible cover” on its boundary. This characterization is key for his
proof of the following theorem, which is [Cau12, Théoréeme 3.2]:

Theorem 8.2.1. Let xq,...,x, be components, H a subgroup of G which contains
(x1,...,xn), and o € T'x. Then, the action of o on components induces a bijection:

nig(x1,...,%,) = nig(o.xy,...,0.x,)
and the same statement holds if niy is replaced by ni%.

That Theorem 8.2.1 holds if nig is replaced with niL follows from the fact that the
Galois action preserves the monodromy group. If X is a finite set of components and
o € I'g, we write Theorem 8.2.1 under the form ¢.ni(X) = ni(c.X), where ¢.X is a
shorthand for {c.x | x € X}.

8.2.2. Permuting components

In [Cau12, Proposition 2.10] and [Cau16, Théoréme 3.8], Cau applies Theorem 8.2.1
in situations where he proves ni(xy,...,x,) = {x1---x,}. We introduce a different
condition that is later shown to imply ni®(xy,...,x,) = {x1--- x,} (Theorem 8.2.3 (i)):
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Definition 8.2.2. Two components x,y € Comp(G) of respective monodromy groups
H; = (x) and Hp = (y) are permuting if H1H, = (Hy, Hp).

This terminology comes from the fact that subgroups Hj, H, of a group G are called
permuting when HjH, is a subgroup of G. Two elements of Comp(G) are permuting
exactly when their monodromy groups are permuting subgroups of G. This condition
is neither stronger nor weaker than the completeness conditions considered by Cau.
In Subsection 8.2.5, we give a condition that generalizes both Definition 8.2.2 and the
hypothesis of [Cau12, Proposition 2.10].

Note that x,y € Comp(G) are permuting whenever (x) or (y) is normal in (x,y),
and in particular when one monodromy group contains the other. Cases of interest
are (x) = (y) as well as (x) = G or (y) = G. Moreover, if x,y are permuting and
o € Iy, then ¢.x and o.y are permuting.

We now prove Theorem 8.2.3, whose third point is Theorem 8.1.2 (i):

Theorem 8.2.3. Let x,y € Comp(G) be permuting components. Then:
(i) ni®(x,y) = {xy}.
(ii) Forall o € Tx we have o.(xy) = (o.x)(0.y).
(iii) If x and y are defined over K, then xy is defined over K.
Proof.
(i) Let 7,7 € H such that <x7y'7,> = H. We show x7y” = xy. We use Proposi-

tion 3.3.11 (v) to reduce to the case v = 1: indeed, we have x'Vy"Y/ = xy'fw since
v le <x7y7l> = H. Now decompose 7 as a product 1y, with 7; € H;. We have:

xy = xy”? by Proposition 3.3.11 (v), because 72 € (y)
= x(yr?)Mm by Proposition 3.3.11 (v), because 1 € (x)
— xy’rﬂz
= x]ﬂ,.

(ii) Leto € I'k. By Theorem 8.2.1, the component ¢.(xy) belongs to the set ni*(c.x, 0".y)
and thus it is equal to (¢.x)(c.y), by point (i) applied to the permuting components
oc.x and o.y.

(iii) Follows from point (ii). O
A noteworthy corollary of Theorem 8.2.3 (iii) is the following:

Corollary 8.2.4. If x is a component defined over K, then so is x" for all n > 0.

Remark 8.2.5. To deduce Theorem 8.2.3 (iii) from Theorem 8.2.3 (i), one can use Theo-
rem 8.4.5 instead of Theorem 8.2.1.

8.2.3. Applications and examples

In this subsection, we give two applications of Theorem 8.2.3: these are Example 8.2.6,
which improves the minimal number of branch points needed to find components de-
fined over Q in the case of semi-direct products, and Corollary 8.2.7, which implies
the existence of an operation similar to the field norm for components of Hurwitz
spaces : by gluing a component with all its Galois conjugates, one obtains a compo-
nent defined over K with the same monodromy group, but with a larger size.
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Example 8.2.6. Theorem 8.2.3 implies a slightly stronger version of [Cau12, Théoreme
3.5]. Indeed, let G = H; X H) be a semi-direct product of groups. Assume that for
i = 1,2 there is a rigid (cf. [Cau12, Definition 2.4]) r;-tuple ¢; of Q-rational conjugacy
classes of H;. Then, for i = 1,2, there is a unique component m; € Comp(G) such that
(m;) = H; and the (H;, H;)-multidiscriminant of m; counts the appearances of a class
in ¢;. By the rigidity hypothesis and the branch cycle lemma (Corollary 7.2.6), these
components are defined over Q. Cau’s results led him to observe that (Hy, Hy, Hp, Hy)
is a complete family of subgroups of G and therefore m?m3 is defined over Q. We
obtain a slightly better result: since G is a semi-direct product of H; and Hjy, the com-
ponents my, my are permuting and therefore the component ;15 is defined over K.

We now prove Corollary 8.2.7, which can be perceived as the existence of a field
norm for components. This is a variant of [Cau12, Corollaire 1.1/Corollaire 3.4],
which shows that the concatenation of all components with a given size is defined
over Q: we are more precise by restricting our attention on a single Galois orbit,
leading to a smaller size for the product component.

Corollary 8.2.7. Let x € Comp(G) be a component, and H = (x). Let T'x be the subgroup
of finite index of T'x consisting of elements ¢ € I'x such that o.x = x. Then, the following
component, whose monodromy group is H, is defined over K:

Ng(x)= [ ox

c€lk /Ty

Proof. Let T'g.x be the set {o.x|c € T'x/Tx}. Since all components of the form o.x
have group H, repeated applications of Theorem 8.2.3 (i) show that:

nit, (Tg.x) = {Ng(x)}. (8.2.1)

Consider an automorphism o € I'x. The action of ¢ permutes I'k.x. Finally:

{Nkg(x)} = niL(FK.x) by Equation (8.2.1)
= nigi((f.(l"K.x)) because ¢ permutes I'g.x
= U.niL(FK.x) by Theorem 8.2.1
=0 {Ng(x)} by Equation (8.2.1)
= {eNk(x)}
and thus Nk(x) is defined over K. O

8.2.4. Reduction of the Galois action to components of small size

In this subsection we express the Galois action of 'y on components in terms of the
action on components of small size (Proposition 8.2.8). Let ¢(G) be the sum of the
orders of the elements of G:

$(G) & Y ord(g).

8€G

Consider a n-tuple g = (g1,...,81) € G",and let H = <§> If n > ¢(G), then there
is an element ¢ € G which appears at least ord(g) + 1 times in the tuple g. Usual
braid manipulations allow one to move these occurrences of g to the beginni;lg of the
tuple. This shows that we have the following equality in Comp(G):

g=1(g---.8)y
——"
ord(g)
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for some y € Comp(G) of group H. Note that (g,...,g) and y are permuting compo-
nents and that ((g,...,8)) = (g) is abelian. We have:

cg=(0.(g---,8) (cy) by Theorem 8.2.3 (ii)
— (gX(‘Tfl), . .,gX(tf’l)) (c.y) by the branch cycle lemma (Corollary 7.2.6 (i)).

We can iterate this factorization process until the size of y is smaller than ¢(G): this
shows that the Galois action on components is entirely determined by the cyclotomic
character and the Galois action on components of small size. We turn this into a
precise proposition:

Proposition 8.2.8. Let x € Comp(G) be a component and H = (x). There are elements
Q1,---,8r € Hand a component y € Comp(G) of group H with deg(y) < ¢(G) such that:

r

X = ires 8 .
g(g_ 8i) | v

ord(g;)

Moreover, once x is expressed under this form, its image by an automorphism o € T'x is
described in terms of the cyclotomic character x and of the Galois action on components of size

<9(G):

r —1 —1
ox = H(gf(g ),...,gf((g )) (o).

i=1
ord(g;)

Here is another example of this phenomenon. Let H be a subgroup of G and ¢ a
K-rational conjugation-invariant subset of H. Denote by Cp . the set of components
x € Comp(G) such that (x) = H and all monodromy classes of x are contained in c.
Then:

Proposition 8.2.9. Assume every component x € Cy . of size < 2 |c| (G) with a K-rational
(H, c)-multidiscriminant is defined over K. Then, every component x € Cp . with a K-
rational (H, c)-multidiscriminant is defined over K.

Proof. We prove the result by induction. Consider a component x € Cg, of size
n > 2|c| ¢(G) with a K-rational (H, ¢)-multidiscriminant. Assume that every compo-
nent in Cp . of size < n with a K-rational (H, ¢)-multidiscriminant is defined over K.
Choose a tuple g € ¢" representing x. Since n > 2 |c|(G), there is some g € ¢ which
appears at least 2ord(g) |c| + 1 times in g.

Let g1,...,gr be the elements obtained as gX(?) for some ¢ € Tx. By Corol-
lary 7.2.6 (iii), the following component, whose group is the abelian group (g), is
defined over K:

def
y = (gl,,,,,gl,gz,...,gz,...,gy,...,gr).
——— —— ——
ord(g) ord(g) ord(g)

In particular, the component y has a K-rational (H, c)-multidiscriminant by Corol-
lary 7.2.6 (ii).

To prove that there is a component z with (z) = H such that x = yz, we apply the
factorization lemma Lemma 4.4.8. Consider a conjugacy class v of H which appears
in y. Then:
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— The conjugacy class vy is some x(c)-th power of the conjugacy class of g, which
appears at least 2ord(g)[c| + 1 times in g because g itself does. Since x has a
K-rational (H, ¢)-multidiscriminant, we have i (x)(y) > 2ord(g) |c| + 1.

— The conjugacy class <y appears at most ord(g) |c| times in y since deg(y) <
ord(g) [cl.

Finally:

pr,e(x)(y) = 20rd(g) |c| +1
> ord(g) (|| + [c])
= ord(7) ||+ ord(g) |c|
> ord(7) 7] + pre(v) (7).

By Lemma 4.4.8, there exists z € Comp(G) such that x = yz and (z) = H,
and in particular z € Cp,.. Since x = yz and y both have K-rational (H,c)-
multidiscriminants, the component z has a K-rational (H, ¢)-multidiscriminant too.
By the induction hypothesis, z is defined over K. Moreover (y) € H so y and z are
permuting, and thus x = yz is defined over K by Theorem 8.2.3 (iii). We conclude by
induction. O

Remark 8.2.10. When we have discussed the lifting invariant in Section 8.3, it will
appear that the hypothesis “with a K-rational (H, c)-multidiscriminant” in Proposi-
tion 8.2.9 can be replaced by the more precise necessary condition “whose (H,c)-
lifting invariant is I'g-invariant”. The proof of Proposition 8.2.9 can be reproduced
identically except for the two following details:

— That 7 appears at least 2ord(g) [c| + 1 times in g follows from the fact that a
component with a Tg-invariant (H, ¢)-lifting invariant also has a K-rational (H, c)-
multidiscriminant. This follows directly from the definition of the I'k-action on
lifting invariants in Subsection 7.2.5.

— To apply the induction hypothesis, we have to show that the component z obtained
using the factorisation lemma has a I'g-invariant lifting invariant. At that point in
the proof, we know that x = yz, and that x and y both have I'g-invariant lifting
invariants. First notice that x = yz implies:

Iy e(x) =y (y) g c(2). (8.2.2)

Now, consider an automorphism ¢ € I'x. Theorem 7.2.16 together with the equality
x = yz imply:

0.Hp0(x) = (01T (y)) (01 (2))
ie.

[y e(x) =y e(y) (0 Ih,(2)). (8.2.3)

Since the lifting invariant takes values in a group, Equation (8.2.2) and Equa-
tion (8.2.3) together imply Ilp (z) = o.Ilg(z). Hence the (H, c¢)-lifting invariant
of z is I'k-invariant.
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Remark 8.2.11. The constant 2 |¢| (G) in Proposition 8.2.9 can be improved to:
¥l ord) (1] + ¢(ord(m) ) ~1]
yeD*
where D* is the set of conjugacy classes of H contained in ¢ and ¢ is Euler’s totient

function.

Example 8.2.12. In the situation of Example 7.2.8, where G is the symmetric group
&, and c is the set of transpositions in G, checking that all components of size < 14*
are defined over Q would have been enough to prove that they are all defined over Q.

8.2.5. Generalized permuting components

In this subsection, we prove Theorem 8.2.14, which generalizes both Theorem 8.2.3
and [Cau12, Proposition 2.10]. First, we introduce the following definition:

Definition:

Definition 8.2.13. Let xq,...,x, € Comp(G) be components, let H; = (x;) and H = Generalized
(Hy,...,Hy). The family (x1,...,xy,) is permuting when for all elements 1,..., v, € components
Hand foralli € {2,...,n} we have:

if <H1,H2,...,Hi,l,Hi,HZgl,...,H;f”> —H,

then <H1,H2,...,Hl‘_l,HZfil,...,HZ"> Hi = H.

We now state and prove Theorem 8.2.14. Note that the case n = 2 gives back
Theorem 8.2.3, and that the hypothesis of Theorem 8.2.14 is slightly weaker than the
one required to apply Theorem 8.2.3 multiple times recursively:

Theorem 8.2.14. Let (xq,...,xy) be a permuting family of components. Then:
(i) niL(xl,...,xn) ={x1- - xn}.
(ii) For all automorphisms o € T'x, we have o.(x1 -+ - xp) = (o.x1) - - - (0.x).
(iii) If x1,...,x, are defined over K then x1 - - - x, is defined over K.

Proof. We focus on proving point (i), from which points (ii) and (iii) follow like in
the proof of Theorem 8.2.3. Let 71,...,v» € G such that <H x?"> = H. First we can
assume 71 = 1 as in the proof of Theorem 8.2.3 (i). We proceed by induction. Assume
we have shown:

X1+ Xy = X1Xp - - xi*lxix;y_ﬁll .. .xZ”_
In particular, we have ( Hy, Hy, ..., H;_1, H;, Hil’*ll, ...,H") = H. Since (x1,...,%y) 1S
. . 1) (2) . 1 i
permuting, we can write y; = '75 )'yf ) with ')/i( ) S <H1,H2,. . .,Hl-_l,Hyﬁl,. . .,H,'IY”>

and 7(2) € H;. Therefore:

i

@)
@ . 2
X1 Xy = X1 Jc,-,lxzyZ x?j:ll e by Proposition 3.3.11 (v), because 'yf ) € (x;)
@\
— , Vi b i Tn b (1) , Vit Yn
=x1- X1 | X X Xn ecause y; © € (X1 X1, X Xp
=Xx1--- xi_l_x?/"x?jfll Ce xZ”
and we conclude by induction. O

We now give an application of Theorem 8.2.14:

permuting
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Example 8.2.15. Let c be a K-rational conjugation-invariant set of G. Assume that ¢
is complete, i.e. no proper subgroup of G intersects every conjugacy class contained
in ¢ (for example, Jordan’s lemma implies that ¢ = G\ {1} is complete). Then, the
following component (introduced in [EVW12, Paragraph 5.5]) is defined over K:

V:I;[(g,...,g).

ord(g)

Indeed, consider an automorphism ¢ € I'x. Since (g) is abelian, Corollary 7.2.6 (i)
implies that ¢.(g,...,g) = (g8 "),...,gX""")). The profinite integer x(c~!) is in-
vertible and so the action of ¢ permutes the factors of V. Now:

oV =o. <H(g,...,g)> Enin({(g,...,g) g€ c})
gec

We want to apply Theorem 8.2.14 (i) to show that ni*({(g,...,¢) |g € c}) is a single-
ton, from which 0.V = V follows. Consider an element ¢ € ¢ and elements vy € G
for all ¢’ € ¢\ {g}, such that G is generated by g together with the elements (g')"'
for ¢’ € ¢\ {g}. We want to show ((g')" for ¢’ € ¢\ {g}) (¢) = G. There are two
distinct cases:

— If g is a central element of G, then this follows easily from, say, the fact that (g) is
normal in G.

— If g is not central in G, then there is a ¢’ € ¢\ {g} such that g and ¢’ are conjugate.
Therefore < ¢ for g € c\ { g}> is a subgroup of G that intersects every conjugacy
class contained in ¢, and therefore it equals G by the completeness assumption.

8.3. THE LIFTING INVARIANT APPROACH

In this short section, we use the lifting invariant of [EVW12; Woo21] to prove Theo-
rem 8.1.2 (ii). First, following Remark 3.4.40, we fix a constant M independent from
(H, c) which satisfies the conclusion of Theorem 3.4.38. Theorem 3.4.38 implies that
M-big components (Definition 3.4.39) are determined by their lifting invariant. We
now prove Theorem 8.3.1, whose third point is Theorem 8.1.2 (ii):

Theorem 8.3.1. Let x1,...,x, € Comp(G) be components such that xq - - - x,, is M-big.
Then:

(1) nih(xl,...,xn) ={x1--x,}.
(ii) For all automorphisms o € T'g, we have o.(x1 - - xp) = (0.x1) - - - (0. x).
(iii) If x1,...,xy are defined over K, then x1 - - - xy, is defined over K.

Proof. Let H = (x1---x,) and ¢ be the smallest conjugation-invariant subset of H
containing all elements of a tuple representing xj - - - x;,. It follows from Proposi-
tion 3.4.42 and from the multiplicativity of I1y . that all elements of ni’(x1,...,%,)
have the same (H, c¢)-lifting invariant. Moreover they are M-big and their group is H.
By Theorem 3.4.38, they are thus equal to each other. This proves point (i). Points
(ii) and (iii) follow from point (i) and from Theorem 8.2.1 like in the proof of Theo-
rem 8.2.3. O
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Theorem 8.3.1 (iii) coupled with Corollary 8.2.4 imply that if x1, ..., x, are defined
over K and if k > M, then (xq - - - x,) is defined over K.

Note also that a product of I'g-invariant elements of U (H,c) is I'g-invariant by
Theorem 7.2.16. Thus, the lifting invariant cannot be used to detect negative answers
to Question 8.1.1. However, Theorem 7.2.16 implies positive answers to Question 8.1.1
in situations where the lifting invariant characterizes components uniquely. For exam-
ple, Theorem 8.3.1 (iii) can be deduced from Theorem 3.4.38 by using Theorem 7.2.16
instead of Theorem 8.2.1.

8.4. THE PATCHING APPROACH

In this section, we use patching results over complete valued fields to study the fields
of definition of components obtained by gluing two components x,y € Comp(G)
defined over the number field K. The main result is Theorem 8.4.5, which is Theo-
rem 8.1.2 (iii): if x,y are components defined over K, then ni’(x,y) contains a com-
ponent defined over K. We now give a sketch of the argument, which serves as an
outline of the section.

In Subsection 8.4.1, we construct infinitely many extensions Kj, K, ... of K,
pairwise linearly disjoint, over which the components x and y both have points
(Lemma 8.4.1). This is accomplished using Hilbert’s irreducibility theorem (Theo-
rem 7.1.10) repeatedly. For each n € IN, denote by f,, (resp. g») a K,,((X))-point of x
(resp. y) obtained from a K,-point of x (resp. y). Note that K, ((X)) is a complete
valued field for the (X)-adic valuation.

In Subsection 8.4.2, we prove that for each n € IN, the cover obtained by patch-
ing the K, ((X))-G-covers f, and g, is a K, ((X))-G-cover lying in a component m,, €
ni(x,y) (Lemma 8.4.2). In particular, the field of definition of the component 1,, is
included in Q N K, (X)) = K.

Finally, we observe that two components m;, m,, have to be equal because ni’ (x,y)
is finite. The component m,, = m,, is then defined over K, N K, = K: this is precisely
Theorem 8.4.5. The detailed proof is the focus of Subsection 8.4.3.

These results rely crucially on the fact that number fields are Hilbertian.

8.4.1. Constructing covers with linearly disjoint fields of definition

Using Hilbert’s irreducibility theorem (as stated in Theorem 7.1.10), we prove
Lemma 8.4.1, which is used in the proof of Theorem 8.4.5. This lemma allows us to
construct points in a given component whose fields of definitions are linearly disjoint
over the field of definition of that component. We now state and prove the lemma:

Lemma 8.4.1. Let S be an geometrically irreducible component of the Hurwitz scheme
H*(G,n)g and L be a number field. Then, the following properties are equivalent:

(i) S is defined over L.

(ii) For every finite extension L' of L, there exists a finite Galois extension L of L such that L
and L' are linearly disjoint over L, and S has an L-rational point.

(iii) There exist infinitely many finite Galois extensions of L, pairwise linearly disjoint, over
which S has points;

(iv) There exist two extensions Ly, Ly of L over which S has points and such that L1 N Ly N

Q =L
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Proof.

(i) = (ii) S being defined over L, we see it as an irreducible component of H*(G,n)r. Re-
placing L’ by its Galois closure over L if needed, we may assume that L’|L is Galois.
Since S is geometrically irreducible, its extension of scalars S;; is irreducible. The
branch point morphism S — (Conf,); is finite étale. By Hilbert’s irreducibility
theorem (Theorem 7.1.10), there is a configuration t € Conf, (L) such that the fiber
F C S(Q) above t consists of a single Gal(Q|L’)-orbit.

Fix a geometric point f € F, and let L be the smallest extension of L over which the
point f is rational. The smallest extension of L’ over which the point f is rational
is the subfield LL’ of Q generated by L and L'. The fiber F is the Gal(Q|L’)-orbit
of f, hence the degree of the extension LL'|L’ equals the cardinality of F. By the
same argument, the degree of the extension L|L also equals the cardinality of F.
The equality [LL' : L'] = [L : L] implies that L’ and L are linearly disjoint over L.

(if) = (iii) Choose an arbitrary geometric point of S and denote by L; a finite Galois extension
of L over which it is rational. Use (ii) with L’ = L; to obtain a new extension L;|L,
linearly disjoint from Lj, over which S has a point. Apply (ii) again with L' = Ly L,
etc. This process produces countably many pairwise linearly disjoint finite Galois
extensions Ly, Ly, ..., ... of L over which S has points.

(iii) = (iv) Clear.

(iv) = (i) The field of definition L’ of S is a number field contained in the field of definition
of any point. Hence L’ C L1 N Ly NQ =L, i.e., S is defined over L. O

8.4.2. Relating patching and gluing

In this section, we prove Lemma 8.4.2, which is used in the proof of Theorem 8.4.5.
The lemma contains all the results from Harbater’s patching theory which we need
for the proof.

Let O be a complete discrete valuation ring of characteristic zero and L its fraction
field, which is a complete valued field. Since Q is algebraically closed and L contains
Q, extension of scalars induces a bijection between the connected components of
H*(G,n)g and those of H*(G, n)z. We denote by @, this bijection. This lets us do the
following slight terminological abuse: we say that a component x € Comp(G) has an
L-rational point if its extension ®gyeg x) (x) to L has an L-rational point.

Lemma 8.4.2. Let x1,x, € Comp(G) be components which have L-rational points. Then
there is a component y € ni®(xy, xp) which has an L-rational point.

Proof.

— Step 1: Setting things up

Fori=1,2, let r; = deg(x;), G; = (x;) and fix an L-model f; € H*(G,r;)(L) of an
L-rational point of @y, (x;) such that the marked point of this L-model is L-rational
(Proposition 77.1.19). Thus, f; is an L-G-cover with a marked L-point above cc. In the
cover f;, keep only the geometrically connected component of the marked point,
which is defined over L since the marked point is L-rational. This turns f; into a
geometrically connected L-G;-cover with a marked L-point. The cover f; belongs
to the component x; of H*(G;,r;); obtained by keeping only the component of
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the marked points in the covers of x;, like in Subsection 7.2.4. Without loss of
generality, we may assume G = (Gy, Gy).

— Step 2: Patching covers over L

We use the algebraic patching results of [HV96]. First define:

1z = {Zinoa € L) o 0} Q1 = Frac(L{z})
Ly = {Eepar el [m o 0} Q= Frac(i(= )
L{z,z7'} = Yiczaiz' € L[[z,z71]] | a; 2 0} Q = Frac(L{z,z 1}).

Let also Q] = Q, and Q) = Qy. From the point of view of rigid analytic geometry,
Q1 (resp. Qp, and Q) is the algebra of analytic functions on the unit disk D;
centered at 0 (resp. a disk D, centered at co, and the annulus D; N Dy):

Figure 8.4.3.
The rigid analytic projec-
tive line

Dy

The marked points of the G-covers f; and f, are L-points in an unramified fiber.
Their existence ensures that the corresponding field extensions F; and F, of L(z)
have an unramified prime of degree 1. By [HV96, Lemma 4.2], for i = 1,2, we
can then replace f; by an isomorphic L-G;-cover such that F; is included in Q’,
and in particular the branch locus t; € Conf;,(L) of f; is included in a disk strictly
smaller than D;. [HV96, Proposition 4.3] implies that f; and f, can be patched into

a geometrically connected L-G-cover f with an L-point.” 71f we are only interested in
proving that there are com-
ponents defined over K of
small size, we do not need

— Step 3: Restriction of the patched cover f to disks to go further in the proof. In
particular, no rigid analytic

try i ded.
Denote by F the field extension corresponding to f, i.e. the compound of F; and F, BeometLy s neede

in the terminology of [HV96], which is included in Q By [HV96, Lemma 3.6 (b)],
we have the equalities FQ; = F;Q; (for i = 1,2) inside @ Moreover, the morphism
Gal(FQ;|Q;) — Gal(F|L(z)) corresponds to the inclusion G; < G. We sum this up



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 215

by the following diagram:

Ih—

FQ; = FQ;
i / ngi \ )

|
L)

Geometrically, the equality FQ; = F; Q1 means that the cover f; is isomorphic to f
as a rigid analytic cover when both are restricted to the unit disk Dy, and similarly
for f» and f in restriction to Dj.

In consequence, the branch points of f are given by the configuration t = t; U f,.
Let y be the component of H*(G, | + r2)7 containing f (seen as an L-point). To

show that the component y fits, it remains to check that @, }Hz (y) € ni(xq,x2).

— Step 4: Admissibility of the special fiber f of the patched cover

Since t; and f, are included in disks strictly smaller than Dj, D,, each of the con-

figurations f;,t, maps to a single element @1,4; modulo the maximal ideal of O,

vzith a1 # ay. The projective linS ]Pi marked by ¢t = t; Ut, has a semistable model

P, over O, whose special fiber Py is a “comb” with two teeth Ty, T, one for each

coset a1, a;. For i = 1,2, the points of the configuration ¢; extend to sections which

specialize to r; distinct nonsingular points of the tooth T;.

Figure 8.4.4.

to The comb with two teeth

— "
singular points
N ;

5]

e

T T,

The cover f, branched at ¢, extends to a cover f of the semistable model P;, which
is ramified along the sections of the points in t. The special fiber f of fis a cover
of the comb which lies on the “boundary” of the component y in the sense of the
Wewers’ compactification, see [DEo6, Paragraph 1.2] or [Cau12, Paragraph 3.3.1].

To prove that the special fiber f of f is unramified at the singular points of the
comb, we follow [DEo6, Paragraph 2.3] closely. The restriction of f to D; extends
to a cover (namely, f1) of the rigid projective line which has no branch points out-
side Dj. By the arguments of [DEo6, Proposition 2.3, (ii)=(i)=-(iii)], the restricted
cover f|p, is trivial above the annulus dD;. The same holds for fp,. Hence, fis
unramified at the singular points of the comb.
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We conclude that f is a cover of the comb P; unramified at the singular points,
whose restriction to the i-th tooth is isomorphic to the cover f; — which belongs to
the component x/.

— Step 5: Conclusion

The conclusion of Step 4 implies that f is a A-admissible cover in the sense of
[Cau1z, Definition 3.7], where:

A= (G (G1,Ga), (x1,49) )

is the degenerescence structure associated to (xi,x’z). By [Cau12, Proposition
3.9], the component of f is a A-component, which in our terminology means that
@, }Hz (y) € ni(x1,x7) as noted in Subsection 8.2.1. This concludes the proof. [

8.4.3. Proof of the theorem

We finally prove Theorem 8.4.5, which is Theorem 8.1.2 (iii). For this, we use Lemmas
8.4.1 and 8.4.2, and we follow the outline of the proof given at the beginning of the
section.

Theorem 8.4.5. Let x,y € Comp(G) be components defined over K. Then ni®(x, y) contains
a component defined over K.

Proof. Let r; = deg(x), r, = deg(y). Since the components x,y are defined over K,
a K-model X C H*(G,r)k of x
a K-model Y C H*(G, )k of y
ducible. The proof consists of three steps:

we fix . Note that X and Y are geometrically irre-

1. First, we construct two sequences of marked G-covers (f,),>1 and (g,),>1 and an
infinite sequence (K;) of field extensions of K such that:

— K, is linearly disjoint with the Galois closure of Kj - - - K;,_1 over K.

— fu and gy are K,-points of X and Y respectively.

The construction is a simple variant of the implication (i) = (iii) of Lemma 8.4.1:

For f; and g1, choose arbitrary Q-points of X and Y respectively, and let K; be a
number field over which they are both rational.

Assume we have constructed Ky, ..., K,—1 and f1, g1, .-+, fu—1, §n—1- Let L, be a
finite Galois extension of K containing Kj, ..., K,_1.

Apply Lemma 8.4.1 [(i) = (ii)] with (L,L’,S) = (K, Ly, X) to obtain a finite ex-
tension K, of K, linearly disjoint from L, over K, and a Ikvn—point fu of X. Let
L), be the Galois closure of L.K, and use Lemma 8.4.1 [(i) = (ii)] again with
(L,L',S) = (IZH,L;,YE) to obtain a finite extension K, of K, linearly disjoint
from L/, over K,, and a K,-point g, of Y. Finally, replace the K,-point f; by the
corresponding K;-point.

The inclusions between the fields introduced above are summed up by the follow-
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ing diagram:
L, Ky
Ln Ki
K
By construction, we have f, € X(K,) and g, € Y(K,). Now:

KiNLy=K,N(L,NLy) = (KyNL,)NLy =Ky, NLy =K.

Since L, |K is Galois, we conclude that K, and L, are linearly disjoint over K. We
have verified that the sequences (f,), (gn), (K») satisfy the desired properties.

2. Next, we show that for each # there is a component z, € ni’ (x,y) defined over K,,.

Denote by fn (resp. gn) the K,((X))-point of X (resp. Y) obtained by seeing
fn € X(Ky) (resp. gn € Y(Ky)) as a Ky, ((X))-point. Since F = K, ((X)) is a complete
valued field for the X-adic valuation, Lemma 8.4.2 implies that there is a compo-
nent z, € ni’(x,y) which has a K, ((X))-rational point. In particular, the field of
definition of the component z, is included in K, ((X)) N Q = K.

3. Finally, since ni’ (x,y) is finite, there are distinct integers n, n’ such that z, = z,.
Fix such n, n’. Then, the field of definition of z, is included in K,, N K,; = K. This
concludes the proof. O

8.4.4. Applications of Theorem 8.4.5

In this subsection, we give applications of Theorem 8.4.5: this patching result al-
lows one to construct components defined over Q with few branch points for many
groups of interest. We also discuss the differences between this approach and other
approaches based on rigidity, traditionally used to constructs components defined
over Q.

We start by reviewing two examples of how Theorem 8.4.5 is used to construct
such components:

Example 8.4.6. The Mathieu group M3 is the only sporadic simple group not known
to be a Galois group over Q. In [Cau16, Exemple 3.12], a component defined over
Q of connected Mj3-covers with 15 branch points is constructed using a patching
method. Theorem 8.4.5 improves upon this result. The group M3 is generated by
two conjugate elements a,a" of order 3. Using GAP:

a := (1, 22, 14) (2, 13, 9) (3, 8, 6) (7, 16, 21) (10, 18, 19) (11, 23, 12);
h :=(1,17)(3,21,7)(4,13)(5,22,15,23,9,16) (6,10,11,8,20,19) (12,14,18) ;
StructureDescription(Group(a, h”~(-1) * a * h)); # Output: "M23"

By the conclusions of Example 7.2.7, the component x = (a,a~!) and its conjugate
x"" are defined over Q. By Theorem 8.4.5, there are elements 7,7y’ € Mz such that
77" s a component defined over Q of connected Mj3-covers with four branch
points. The same is true of the component xx7 where ¥ = 7~ 19'h. However, we
know little about ¥ € Mys.
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Example 8.4.7. Similarly, the group G = PSL,(16) x Z/2Z (labeled “17T7” on the
Kliiners-Malle database and on LMFDB), which is the transitive group of least degree
not yet known to be a Galois group over Q, is generated by two conjugate elements
a,a" of order 6:

a := (1, 11, 5, 13, 14, 17) (3, 15, 7, 12, 8, 6) (9, 10, 16);
h :=(2,13,12,14,8,11)(3,9,7) (4,16,17,5,15,6) ;
StructureDescription(Group(a, h~(-1) * a * h)); # Output: "PSL(2,16) : C2"

Like in Example 8.4.6, we conclude by Theorem 8.4.5 that there is a component de-
fined over Q of connected G-covers with 4 branch points.

There are other ways to construct such components. For example, in [K614, Section
5.3], it is mentioned that there are 980 isomorphism classes of unmarked connected
Mpy3-covers with four branch points and with a specific rational multidiscriminant:
namely, the monodromy elements have orders 2, 2, 3 and 5. Moreover, these covers
belong to the same connected component, i.e. the braid group By acts transitively on
this 980-element set. By rigidity, this component is defined over Q, and Konig finds
equations for it as well as rational points on its boundary.

Our results are of a different flavor. Because of the infinite pigeonhole argument
used to prove Theorem 8.4.5, it is unlikely to write equations for the component con-
structed. However, since they do not require to check a braid-transitivity condition,
our results are very general. Indeed, the examples above belong to a large family:
components defined over Q of connected G-covers with 4 branch points exist for any
group G generated by two elements with orders in {2,3,4,6}. More generally:

Proposition 8.4.8. Let G be a group generated by elements g1, ...,gn. Denote by m(i) the
number of elements of order i among the generators g1, ..., gn. Then there is a component de-
fined over Q of connected G-covers whose number of branch points is 2m(2) 4 Y>3 ¢(i)m(i),
where ¢ is Euler’s totient function.

Proof. For eachi € {1,...,n}, define a tuple g in the following way: if ord(g;) = 2,

. ki k Kp(ord(g;
then g = (g;,8i) ; otherwise g. = (8,8, ")), where {k1, - kp(ord(g)) }

is the set of integers of {1,...,ord(g;)} coprime to ord(g;). We have ng, =1, so the
tuple g. defines a component whose group is the abelian group (gi)- This component
is defined over Q by Corollary 7.2.6 (iii). By Theorem 8.4.5, some component of the
form T, (gl.)%' is defined over Q and has monodromy group (g1,...,¢n) = G. The

size of such a component is )/ ; ‘gi‘ =2m(2) + L3 @(i)m(i). O

Note that Lemma 8.4.1 implies the following: if there is a component of group
G defined over Q, then there are two connected G-covers in this component defined
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over two linearly disjoint Galois number fields Kj, Kj:

related by a braid

T
RC(T) EC(T)

E / \ E
1 2
N i<
Ki(T) Ky (T)

linearly disjoint

/
\

Q(T)

85 A LITTLE EXTRA: ARITHMETIC FACTORIZATION LEMMAS

This section presents results not contained in [Seg23]. We explore the possibility of
obtaining factorization results similar to Lemma 4.4.8, but where we can ensure that z
is defined over K. This problem is a variant of Question 8.1.1 where we focus on
stability by “division” instead of multiplication. This could be applied to the question
of counting components defined over K.

We first recall the factorization lemma (Lemma 4.4.8) under a slightly rewritten
form:

Lemma:
Lemma 8.5.1. Let x,y € Comp(G) and H = (y). Assume that (x) C H and that for ~ The factorization lemma

all v € Dy(x), we have g p(y)(y) > |v|ord(y) + pmu(x)(y). Then, there exists a
component z € Comp(G) such that y = xz and (z) = H.

We obtain two arithmetic versions of Lemma 8.5.1: they are Lemma 8.5.2 and
Lemma 8.5.3. In both cases, the proof works because the component z of Lemma 8.5.1
is shown to be uniquely defined, and thus equal to its conjugates because we are in
one of the situations when Question 8.1.1 has a positive answer.

Let M be as in Remark 3.4.40, i.e. such that every M-big component (Defini-
tion 3.4.39) is characterized by its lifting invariant. A first arithmetic version of
Lemma 8.5.1, whose proof uses the lifting invariant and the results of Section 8.3,
is the following:

Lemma 8.5.2. Let x,y € Comp(G) be components defined over K and H = (y). Assume
that (x) C H and that for all v € Dy (y), we have:

prHY) (1) = M+ pp, () (7).
Then there exists a component z € Comp(G) defined over K such that y = xz and (z) = H.

Proof. Let ¢ be the union of all conjugacy classes v € Dy(y). Note that for all
v € Du(y), we have ppy (Ige(y)Ig(x)"!) > M. By Theorem 3.4.38, there
is a unique component z € Comp(G) of group H whose (H, ¢)-lifting invariant is
[T o (y)Iy o(x) ~'. We show that z is defined over K. Since z is uniquely determined
by its lifting invariant, it suffices to prove that ITf .(z) is I'g-invariant. For all o € Tk,
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we have:

‘T-HH,C<Z> =0. (HH,C(]/)HH,C(x)il)

= (0Xge(y)) (oI (x)) by Theorem 7.2.16
=Ty (y) g (x) 7! by Corollary 7.2.15
= HH,C (Z)
This concludes the proof. O

We give a second arithmetic factorization lemma, inspired by arguments of
[EVW16]. This one uses the results from Section 8.2:

Lemma 8.5.3. Let x,y € Comp(G) be components defined over K and H = (y). Assume
that (x) C H. Let a be a nonnegative real number® such that:

wuH(Y) > (jggg; - “) o, H ().

There exists an integer N(x, a), depending® only on x and w, such that if deg(y) > N(x, ),
then there is a component z € Comp(G) defined over K such that y = xz and (z) = H.

Proof. Let r = deg(x). For n € IN, let F, be the (finite) set of components of size n, of
group H, and whose (H, H)-multidiscriminant is at least (¥ — a)up p(x). By defini-
tion of «, the component y belongs to Fye, (). Lemma 8.5.1 implies that multiplication
by x induces a surjection F,—, — F; when n is larger than:

def

Ny = r<1+a+ max |'y|ord()>
v€Dy(x) Pr,H (%) (7)

Let k € {0,...,7 —1}. Since the sets Fy, k., are finite, their cardinality cannot de-
crease infinitely often, hence this cardinality stops getting smaller after some thresh-
old. Take the maximum threshold for the various classes modulo r to obtain an
integer N(x,«) such that if n > N(x,«), then multiplication by x induces a bijection
F,— — F,. If y has size at least N(x, «), this implies that there is a unique z of group
H such that y = xz. Let ¢ € I'x. The components x and z are permuting and thus
Theorem 8.2.3 (ii) implies y = x(¢.z). By uniqueness of z, this implies z = ¢.z for all
o € T'x. Hence z is defined over K, which concludes the proof. O

Example 8.5.4. Let ¢ be a conjugacy class of G. Let x € Comp(G, ¢) be a component
defined over K. Assume y € Comp(G) is a component defined over K of group G,
represented by a n-tuple of elements of G of product one, all in ¢ except for one. We
have ug (y)(c) = degy — 1. Provided that:

we can factorize y as xz, with z a component defined over K of product one. This
bound does not seem so far compared to N(x,0) (although numerical evidence lacks):
Lemma 8.5.3 is robust to the presence of a few elements in 1 whose conjugacy classes
do not appear in x. This is an important difference with Lemma 8.5.2, where nothing
can be said if some class appears less than M times in y.

8The smaller « is, the bet-
ter. Note that if the (H, H)-
multidiscriminant of y is a
multiple of that of x, we can
take & = 0.

9When x is fixed, the inte-
ger obtained in the proof in-
creases with «, and tends to
+o00 when &« — 400 — it is
bounded below by deg(x)a.
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A.2. INDEX DES NOTATIONS

Pour les notations introduites dans le chapitre 1, voir la section 1.4.

Symbole Description Référence
ot (ng) A function that is O(n%) and not o(n¢) Definition 1.4.1
X Extension of scalars of X to L’ Definition 1.4.9
X(L") Set of L'-points of the scheme X Definition 1.4.10
*[7] Point d’arrivée de I'unique chemin relevant y et débutant au point x ~ Proposition 2.2.14
(P)Cont, x Espace des configurations de n points (ordonnés si P) distincts de Définitions 2.3.4

' X\ {to} et 2.3.8
(P)By x Groupe des tresses (pures si P) de X Définition 2.3.10
BCD, (p, #) ](Dpei:ic;igéilc;:l :1]6;2 J(};I;S,Yde branchement du G-revétement marqué Définition 2.3.28
i c(p,*) (H, ¢)-multidiscriminant du G-revétement marqué (p, ) Définition 2.3.29
By Groupe des tresses d’Artin Définition 2.4.1

(C)(P)Hury (G, n)

T

Hury (G, D,{)

Conjlnv

SubG,D

Compy(G)

Compy (H,c)
Compy (G, D, §)

Espace de Hurwitz des G-revétements (marqués si *) (connexes si
C) de X ramifiés en n points (ordonnés si P)

Isomorphisme de transport le long d’un chemin I" dans Conf},

Espace de Hurwitz des G-revétements ramifiés de X, marqués, avec
&(7) éléments de monodromie dans chaque v € D

Catégorie des triplets (H,D,¢), ou les éléments de D sont des
parties disjointes du groupe H, invariantes par conjugaison, et
¢:D—{0,1,...}

Ensemble des sous-groupes D-engendrés de G

Relation d’équivalence des uplets modulo l’action des groupes de
tresses

Monoides des composantes de G-revétements ramifiés marqués de

Définitions 3.2.1,
3.2.2, 3.2.4, 3.2.11
et 3.2.12

Lemme 3.2.7

Définition 3.2.15

Définition 3.2.18

Définition 3.2.20

Proposition 3.3.6

Définitions 3.4.1,
3.4.4 et 3.4.10
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Rx(G)
Rx(H, C)
RX(Gr Dr é’)

II(;)’ ]S‘)’ RH

Anneaux des composantes de G-revétements ramifiés marqués de
X

Idéaux et sous-anneaux remarquables de 'anneau des composantes

Morphisme ZP" — G donnnant I'image de 7tg dans G a partir

Définition 3.4.12

Définition 3.4.23

& du (G, c)-multidiscriminant de g Définition 3.4.31
U(G,c) e . PP

Uy (G, ) Groupes dans lesquels le lifting invariant prend ses valeurs Définition 3.4.36
(G, ¢) glzl(oct;i,ecr;t ><dkeerg-f;)(.G, Z) associé a ¢, de sorte que U;(G,c) =~ Définition 3.4.43
Q(D) Splitting number of D Definition 4.2.3
L,(G,D,?) Set of all likely maps of degree n Definition 4.4.3
Ye(H) Subset of Spec R(G, §) (k) associated to the subgroup H Definition 5.1.2
Conf, Espace des configurations (algébrique) Sous-section 7.1.1

Q-schéma de Hurwitz des G-revétements (marqués si *) (géométri-
(CYH™ (G, n) quement irréductibles si C) de IP!, ramifiés en n points, non-ramifiés ~ Sous-section 7.2.1

au-dessus du point a l'infini.
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Mise en garde : Les notes dans la marge sont généralement des précisions
techniques dont on ne recommande pas la lecture au public non-mathématicien.
(Elles ont avant tout pour fonction de protéger 1'auteur des chatiments qu’il mérite
pour les simplifications, évidemment douloureuses, qu’il a décidées)

Petite convention : quand un mot apparait pour la premiere fois et qu’il est en
italique, cela signifie qu’il est parfaitement normal que vous ne 1’ayiez jamais rencon-
tré. Les phrases qui suivent donnent en principe une description rapide de la fagon a
laquelle il faut penser a ’objet correspondant.

B.1. EQUATIONS POLYNOMIALES : GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE

DEs 1L’ANTIQUITE, notre espeéce s’est intéressée a la résolution d’équations : au lieu
d’évaluer une expression en fonction de ses parametres, on cherche quelle valeur
attribuer aux parametres (qu’on appelle alors inconnues ou indéterminées) pour que
I'expression prenne une valeur donnée. C’est une forme de « calcul a I'envers ».
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Parmi les équations, on trouve les équations polynomiales®. Ce sont les équations
qu’on peut écrire en utilisant des nombres entiers (1, 2, 157, —39, 0, ...) et des frac-
tions d’entiers (des nombres rationnels, comme 5/7 ou —4/11), des multiplications, des
additions et soustractions, et des inconnues qu’on représente par des lettres (x, y, z,
...). On peut élever ces inconnues au carré, au cube, et ainsi de suite (par exemple,

4

x* = x X x X x X x). Voici un exemple d’équation polynomiale :

(x —3)% + (y — 1)* = 25.

Une solution de cette équation est donnée par deux nombres x et y qui satisfont 1’éga-
lité. Par exemple, si on fixe la valeur de x a O et cellede y a 5, on a:

(x =32+ (y—1)> = (=3)2+ 4> =9+ 16 = 25.
Ainsi, « x = 0 et y = 5 » est une solution de I"équation ci-dessus.

Etant donnée une équation polynomiale, on peut la considérer de plusieurs points
de vue:

— On peut s’intéresser a ses solutions au sens large®. En les considérant toutes, on
obtient un objet géométrique, qu’on appelle variété.

Dans l'exemple ci-dessus, il s’agit des points (x, y) du plan qui satisfont 1'égalité
(x —3)2+ (y — 1)? = 25 : cest un cercle, de centre (3, 1) et de rayon 5.

\
0 \

1| ><(3, 1)
I
Y

Quand on décrit la forme de la variété associée, on dit qu'on s’intéresse aux pro-
priétés géométriques de 1'équation.

— On peut s’intéresser a des solutions particuliéres. Par exemple, les solutions qui

sont des nombres entiers ou rationnels (des fractions comme — % .

On parle parfois d’équations diophantiennes, du nom du mathématicien grec Dio-
phante, qui vivait au troisiéme siécle : la recherche de ces solutions particulieres
est un probleme tres ancien ! Cette question a trouvé au cours du siecle dernier
un role central en cryptographie : il est si compliqué de trouver des solutions a ces
équations qu’on peut exploiter cette complexité afin de sécuriser des transactions
bancaires !

T« a coefficients ration-

nels », mais toutes nos
équations seront implicite-
ment de ce type sauf men-
tion explicite du contraire

> Comprendre : les solutions
complexes (ou, en premiére
approximation, réelles)

Figure B.1.1.

La variété asso-
ciée a I'équation
(x=3)2+(y—1)2=25
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Chercher des solutions en nombres rationnels revient a chercher, sur 'objet géo-
métrique précédent (la variété), des points dont toutes les coordonnées sont ration-
nelles. Trouver ces points particuliers, les points rationnels, est un probleme tres
difficile.

Quand on regarde les points rationnels (ou entiers) d’une variété, on dit qu’on
s’intéresse aux propriétés arithmétiques de 1'équation.

Revenons a l'exemple de 1’équation du cercle. Trouver les points rationnels du
cercle revient essentiellement a lister les triplets pythagoriciens, a savoir les nombres
entiers a, b et ¢ qui sont les co6tés d'un triangle rectangle (comme 3, 4 et 5, puisque
32 4 42 = 5?). La méthode générale pour construire de tels triplets était déja connue
de Pythagore, qui vivait au sixiéme siecle avant notre ére : les propriétés arithmé-
tiques de I'équation du cercle sont bien comprises.

Le point
entier (0,5)

Le point

rationnel
22 19

Pour des équations plus compliquées, on ne sait souvent rien dire. Par exemple, il
a fallu attendre 1995 pour que le mathématicien anglais Andrew Wiles démontre
que 'équation suivante, qui est visuellement « a peine plus générale » que celle de
Pythagore (on a simplement remplacé 2 par un entier arbitraire n > 3) n’a aucune
solution pour laquelle g, b et c sont des entiers non nuls :

a" +b" =c".

Figure B.1.2.

Deux solutions ration-
nelles de (x —3)% + (y —
1)2 =125
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x6+y6=1

0.6

Il n'y a que
——e¢€&——quatre points —>¢—

rationnels

—0.4

—0:8

b4

La géométrie arithmétique est I’étude des liens entre les propriétés géométriques et
les propriétés arithmétiques d’une équation polynomiale. En général, 1’étude géomé-
trique est beaucoup plus facile que 1'étude arithmétique.

Pour donner une idée du type de liens attendus, voici deux exemples de résultats
de géométrie arithmétique :

— DPremier exemple : Si la variété correspondant a une certaine équation a deux indé-
terminées définit une surface3 qui a au moins deux trous (un donut n’a qu'un trou,
mais deux donuts collés ensemble forment une surface avec deux trous), alors elle
ne posséde qu'un nombre fini de points rationnels.

Ce résultat, qui relie géométrie et arithmétique d’'une maniere particulierement
frappante, a été démontré en 1983 par le mathématicien allemand Gerd Faltings.

Si vous voulez en savoir plus, le tableau de la page suivante résume les différentes
situations qui sont couvertes par le théoréme, en donnant quelques exemples.

Figure B.1.3.

La variété correspondant
a I'équation x® +y® =1
(un carré aux coins ar-
rondis) n’a pas de points
rationnels non-triviaux :
cest le cas n = 6 du
grand théoreme de Fer-
mat

3Nous disons ici « sur-
face », mais le terme
mathématique est en fait
« courbe », Cc’est-a-dire
« variété de dimension 1 ».
Cela est dG a la différence
entre nombres réels et com-
plexes : quand on dessine
les solutions réelles comme
précédemment, on dessine
une « tranche » de la variété
qui, prise en entier, a deux
fois plus de dimensions.
A lceil, les « courbes »
ressemblent donc plutot a
des surfaces quand on les
regarde « correctement ».
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Genre
(«  nombre 0 1 >0
de trous »)
de la variété
La sphere :

Situation
géomé-
trique
typique

Le donut (ou tore) :

Le tore a 2 trous :

Degré ty-
pique des
équations

1ou?2

Nombres
possibles
de points

e Soit aucun

e Soit une infinité

e Soit aucun

e Soit un nombre fini > 1

(courbe elliptique de rang 0)

Soit aucun

Soit un nombre fini

rationnels e Soit une infinité
(courbe elliptique de rang > 1)
* 3 +4° +5=0
Y Y2+ x0 +3xt +4x? = -2
I n'y a pas de points ration- ,
nels Courbe de genre 2. Il n’y a pas
o X2+ y2 -1 ' de points rationnels car il n'y
o Y +y=2x3—x? a pas de points réels.
II n’y a pas de points ration- . )
nels puisqu’il n’y a méme pas Illy a quatre points ratlfonnels, 4 (3 + 1)y = x4+ 22
i sels us un point « a l'infini » :
de points réels : le membre p p « > Courbe de genre 2. 1 y
de gauche est toujours posi- 7 a deux points rationnels (et
tif lorsque x et y sont réels, et B4 y S ol om LA e deux autres « a linfini ») :
Exemples n’est donc pas égal a —1. =

Les points réels forment un
cercle de centre (0,0) et de
rayon 1, qui a une infinité de
points rationnels.

TN

° yz +y= x>+ x?
Il y a une infinité de points ra-
tionnels.

— Deuxiéme exemple : L'ensemble des nombres rationnels étant infini, il n’est pas

toujours facile de donner un sens au fait de compter les solutions d'une équation.
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A la place, on peut regarder les solutions dans un systéme de nombres qui est

de taille finie. Il faut imaginer un systeme de nombres qui généralise « I'arithmé-
tique de I'horloge » : 4 heures apres 22h, il n’est pas 26h mais 2h. On peut donc
considérer que 22 +4 = 2, et que 24 = 0. Cette facon de calculer permet de faire
de l'arithmétique avec une quantité finie de nombres, et de regarder les solutions
d’une équation dans cet ensemble fini. Par exemple, sur une horloge avec 13 heures
par jour, c’est-a-dire en considérant que 13 = 0, I'équation :

4yt =0

admet la solution x = 5 et y = 1, puisque 52 + 12 =26 = 2 x 13 =2 x 0 = 0. Toute
équation a un nombre fini de solutions lorsqu’on la regarde sur une telle horloge :
on se demande alors combien il y en a. Par exemple, dans le cas de I'équation
x> +y? = 0,1l y a 25 solutions sur une horloge a treize heures, et 193 sur une
horloge a 97 heures. L'évolution du nombre de solutions pour les horloges ayant
mille heures et moins est représentée sur les graphiques suivants :

2000

1750
4000

1500 K
3000 o, ° 1250

1000

2000
750

500
1000

250

0 200 40‘0 660 800 1000 0 2(‘)0 400 600 860 10‘00
Si on regarde toutes les tailles d’horloge,
il y a du « bruit ».

La situation est un peu plus claire si on
ne regarde que les horloges dont le
nombre d’heures est un nombre premier.

Un théoreme difficile dit qu’on peut estimer avec grande précision le nombre de so-
lutions d'une équation dans un systéme de nombres qui est fini mais trés grand* a
partir de données completement géométriques, qu’on appelle « nombres de Betti »,
et qui généralisent en quelque sorte le « nombre de trous » dont on a parlé précé-
demment.

C’est une forme des conjectures de Weil, proposées par le mathématicien francais
André Weil en 1949. Ces conjectures ont été au coeur des mathématiques de la
deuxiéme moitié du vingtieme siecle. Elles ont finalement été démontrées par
étapes, entre 1960 et 1974, par les mathématiciens Bernard Dwork (américain),
Alexandre Grothendieck (francais) et Pierre Deligne (belge).

B.2. EQUATIONS EN UNE INDETERMINEE : LA REVOLUTION GALOISIENNE

Parmi les équations polynomiales, une classe importante est celle des équations ne
faisant intervenir qu’une seule inconnue. Une telle équation peut toujours s’écrire
sous la forme :

X" a, x4y +ag=0.

4On regarde en fait le com-
portement du nombre de
solutions a valeurs dans un
corps fini F;, lorsque q de-
vient grand. Si q n’est pas
un nombre premier (g
p" avec r > 1) l'arithmé-
tique de I'horloge n’est pas
une bonne fagon de com-
prendre IF,.
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On dit que I'entier 7, la plus grosse puissance qui apparait dans 1'équation, est le degré
de I'équation. Ici, et bien qu’on les désigne par des lettres, les nombres a,,_1, ..., a9
ne sont pas des inconnues, ce sont des nombres fixés qu'on appelle coefficients de
I'équation. On les écrit ainsi afin de donner la forme la plus générale possible d'une
équation : chaque liste de nombres par laquelle on substituera a,,_1,...,ap donnera
lieu a une équation. Dans cette section, le mot équation signifie « équation polynomiale

en une indéterminée ».

Géométriquement, la variété « géométrique » définie par une équation de degré n
est de peu d’intérét, il s’agit simplement d’un ensemble de n points> (qui peuvent se
superposer) : autrement dit, la variété associée est de dimension nulle.

La résolution des équations, dans ce cas, consiste a exprimer les solutions (ou, au
moins, 'une d’entre elles) en fonction des coefficients. La complexité de la résolution
augmente visiblement avec le degré :

— Pour les équations de degré 1, qui sont de la forme :
xX4+ayg=0,
la solution est donnée par —ag. En particulier, cette solution est toujours rationnelle.

— La résolution des équations de degré 2 remonte aux mathématiques babyloniennes
du dix-huitiéme siecle avant notre ére. Si on a une équation du second degré :
x? +ax+ag =0,
les solutions sont de la forme :
—a+ 6
2
ou ¢ est une racine carrée du nombre a% — 4ay. La rationalité de ces solutions dé-
pend de si a? — 4ay est le carré d'un nombre rationnel ou non : ce cas illustre la
nécessité, dans certains cas, « d’élargir » le systeme de nombres dans lequel on fait

les calculs pour résoudre des équations (ici, il peut étre utile de calculer des racines
carrées méme si elles ne sont pas rationnelles).

— La résolution des équations de degré 3 et 4 par les mathématiciens italiens Niccolo
Tartaglia et Ludovico Ferrari remonte au seizieme siecle. Comme dans le cas des
équations de degré 2, il est nécessaire, pour exprimer les solutions, d’extraire des
racines (carrées ou cubiques) de quantités obtenues a partir des coefficients.

On pourrait croire que le schéma se poursuit pour les degrés supérieurs : quitte a
extraire des racines de quantités formées a partir des coefficients, on peut exprimer
les solutions d’une équation en fonction de ses coefficients. Cependant, au début du
dix-neuvieme siecle, le mathématicien norvégien Niels Abel démontre que pour les
équations de degré cing et plus, aucune telle méthode de résolution ne fonctionne.

Le jeune mathématicien francais Evariste Galois, jetant une lumiere nouvelle sur les
résultats d’Abel, met alors en évidence un principe important : la difficulté a résoudre
une équation est liée aux « symétries » qui existent entre ses solutions.

1l introduit pour cela la notion de groupe de symétries® d’une équation, ou encore
groupe de Galois. L'existence de symétries entre les différentes solutions d’une équation
est liée au fait que, dans certaines situations, deux d’entre elles peuvent étre indistin-
guables, c’est-a-dire que toute équation (a coefficients rationnels) satisfaite par 1'une
est aussi satisfaite par 'autre? :

51ci, les « points » sont des
nombres complexes. Le fait
quil y en ait bien n n’est
déja pas évident : il s’agit
du théoreme fondamental de
I'algebre, démontré au dix-
huitieme siecle.

¢ Les groupes seront tous fi-
nis, excepté les groupes de
Galois absolus. On ignore
toute discussion sur le ca-
ractere galoisien des exten-
sions : le groupe de Ga-
lois d'un polynéme est le
groupe de Galois de son
corps de décomposition.

7 Pour étre complet, on doit
aussi prendre en compte
que deux paires de solu-
tions peuvent étre indistin-
guables, etc.
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— Si, par exemple, une équation polynomiale a une solution rationnelle £, alors celle-
ci est bien distinguable des autres puisqu’elle satisfait 1’équation ax — b = 0 que
ne satisfont pas les autres solutions. Cela entraine que le groupe des symétries va
« fixer » la solution rationnelle (elle va rester a sa place quelle que soit la symétrie
considérée).

— En revanche, il n’y a pas de maniére de distinguer les deux racines carrées d'un
nombre rationnel non nul qui n'est pas le carré d'un nombre rationnel (par
exemple, 2)8 : toute équation satisfaite par l'une est automatiquement satisfaite
par l'autre. Il existe ainsi une symétrie qui échange les deux racines carrées.

Galois ayant introduit cette idée de symétries entre solutions, le résultat d’Abel
prend un sens nouveau, plus géométrique : dans certaines circonstances (liées no-
tamment au degré), les symétries entre les solutions d’une équation sont suffisam-
ment compliquées pour qu’aucune formule simple, qui ne ferait intervenir que les
coefficients, ne puisse avoir ces mémes symétries. Cela redémontre 1'impossibilité de
résoudre les équations de degré cinq et plus.

Aparté : L'auteur recommande chaudement le visionnage de la vidéo suivante (en anglais,
sur la chaine YouTube de « not all wrong ») pour une preuve du théoréme d’Abel qui reprend
un argument dfi au mathématicien russe Vladimir Arnol’'d, et dans laquelle la notion de
symétrie entre solutions est illustrée de maniere limpide (bien que le mot « groupe de Galois »
soit soigneusement évité) : https://www.youtube.com/watch?v=BSHvIETkIMU.

On a mentionné le fait qu'une solution rationnelle était fixée par toutes les sy-
métries entre les solutions. On peut en fait montrer 'inverse : une solution qui est
fixée par le groupe de Galois est forcément rationnelle. Cela permet de considérer
la recherche de solutions rationnelles sous un jour différent : au lieu de rester dans
le monde des fractions et d’essayer d’y résoudre des équations, on regarde d’abord
toutes les solutions, rationnelles ou non, puis on essaie de démontrer que I'une d’entre
elles n’est échangée avec une autre solution par aucune des symétries de 1'équation.

B.3. LE PROBLEME DE (GALOIS INVERSE

Pour étudier les symétries qui existent entre les solutions d"une équation polynomiale
(& une seule inconnue), Galois a introduit un type nouveau d’objets mathématiques,
les groupes. La notion de groupe est un modele mathématique abstrait de ce que
peuvent étre les symétries d’un objet, au sens le plus large. A chaque équation, Galois
associe un groupe, le groupe de Galois de cette équation, qui tient compte de toutes les
symétries qui existent entre ses solutions.

Depuis Galois, les groupes ont pris une place importante au sein des mathéma-
tiques : pour a peu pres tout objet mathématique, on peut considérer ses symétries
(ou, plus pompeusement, ses automorphismes) qui, prises toutes ensemble, forment
alors un groupe. Dans de nombreux contextes, on sait montrer que tous les groupes
sont en réalité des groupes de symétries d’objets concrets.

Par exemple, le mathématicien germano-chilien Roberto Frucht a démontré en 1939
que tout groupe fini est le groupe des automorphismes d’'un graphe.

On peut imaginer un graphe comme un réseau social. L'existence de symétries
correspond alors a I'impossibilité de faire la différence entre deux membres du ré-
seau sur la seule base de leurs relations avec les autres. Par exemple, deux membres

8La encore, cela est vrai
car nous travaillons avec
des nombres complexes. Au
sein des nombres réels, on
peut différencier algébri-
quement les deux racines
carrées d'un nombre réel
positif puisque seule 'une
d’entre elle possede une ra-
cine carrée.


https://www.youtube.com/watch?v=BSHv9Elk1MU
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qui ont des nombres d’amis distincts sont distinguables (on peut les reconnaitre en
comptant leurs amis), et aucune symétrie ne peut donc les échanger. Pour un exemple
plus intéressant, il existe une seule symétrie non-triviale du graphe suivant (celle qui
échangeaeta’,betl,cetc, detd):

/

b\a a//b
NV N

Le théoréeme de Frucht énonce alors que toutes les possibilités « théoriquement
envisageables » de symétries sont effectivement le groupe de symétries d'un graphe.
(On propose en exercice de construire un graphe qui a exactement deux symétries
non-triviales)

Ce résultat montre en quelque sorte que la définition des groupes proposée par
Galois est la bonne : elle n’est ni trop contraignante, ni trop peu, et elle prend préci-
sément en compte la diversité des symétries qu'un objet mathématique peut effecti-
vement avoir.

Commentaire : Si, dans le graphe ci-dessus, on ne peut pas distinguer a de a’ et b de V', on
peut bien distinguer la paire (a,b) (qui est connectée par une aréte) de la paire (a,b’) (qui ne
Uest pas). Pour obtenir un graphe équivalent, on ne pourrait donc pas échanger les étiquettes
des sommets a et a' sans également échanger celles de b et b'. Ces formes plus complexes de
symétries (et d’absences de symétries, c’est-a-dire de capacité a distinguer entre eux non pas
seulement des sommets, mais aussi certains ensembles de sommets) sont aussi prises en compte
par le groupe des symétries d’un graphe. La méme chose vaut pour les symétries dans le cas
des équations : certaines permutations des solutions sont possibles, d’autres non, et c’est cette
information qui constitue le groupe de Galois proprement dit.

Le probleme de Galois inverse est la question suivante : tout groupe fini est-il le
groupe de Galois d'une équation polynomiale dont les coefficients sont des nombres
rationnels ? Au lieu de partir d'une équation et de déterminer son groupe de Galois,
on part donc d'un groupe de symétries, et on tente de construire une équation dont
les solutions ont exactement les symétries prescrites. C’est un probleme tres difficile.

Rappelons que I'existence de symétries entre les solutions d"une équation sont liées
aux difficultés qui existent a pouvoir la résoudre : de ce point de vue, une réponse
négative au probléme de Galois inverse serait curieuse : cela voudrait dire que certains
des types « théoriquement possibles » d’obstacles a la résolution des équations ne
surviennent en fait jamais.

En 2023, le probleme de Galois inverse n’est pas résolu. Puisqu’une solution « uni-
verselle » semble hors de portée, les mathématicien-ne-s réalisent divers groupes « un
par un » pour y voir plus clair. On parle alors, lorsque G est un groupe, de résoudre
le probleme de Galois inverse pour G.

Un résultat important relatif a ce probleme est le théoréeme d’irréductibilité, que le ma-
thématicien allemand David Hilbert démontre en 1892 (Sous-section 7.1.3). Il énonce
en gros que, pour montrer qu’un groupe G soit groupe de symétries d'une équation
a une seule indéterminée, il suffit de construire une équation avec autant d’indéter-
minées qu’on veut, et telle que G soit le groupe des symétries de la variété associée
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(plus précisément, les symétries qui préservent toutes les coordonnées sauf la pre-
miére, mais nous n’insisterons pas sur ce point et nous parlerons juste de symétries)”.

Le théoreme d’irréductibilité de Hilbert transforme le probleme de Galois inverse
en une question sur des objets géométriques qui ne sont plus de simples points (au-
quel cas les méthodes géométriques sont de peu d’intérét), mais de dimension supé-
rieure : il ouvre la voie a 1'utilisation d’outils géométriques pour étudier cette question

arithmétique. Nous détaillons un peu plus le contenu du théoréme dans 1’encadré
suivant :

QUE DIT LE THEOREME DE HILBERT ?

Considérons une équation polynomiale, par exemple 1’équation :

¥ —yx—y=0.
Cette équation en deux indéterminées x et y définit une variété qui a exactement
une symétrie non-triviale qui préserve la coordonnée y : c’est I’opération qui
envoie un point (x, y) sur le point (y — x, y):

A

La variété .~
d'équation
X2-yx-y=0

La droite
T y=2x

AL

Le théoreme d’irréductibilité de Hilbert affirme que pour la plupart des
nombres rationnels o, 'équation obtenue en attribuant une fois pour toutes la
valeur yg a l'indéterminée y :

%~ yox —yo =0,

équation qui n’a plus qu’une seule indéterminée (a savoir x), a exactement les
mémes symétries que celles décrites plus haut, a savoir les symétries de
I'équation originale qui laissent inchangée la coordonnée y.
Dans 'exemple précédent, pour se retrouver dans le cas favorable, il suffit de
trouver une « tranche » (c’est-a-dire I'intersection de la variété x> — yx —y = 0
avec une droite horizontale, comme la droite verte) qui est telle que :

— Il 'y ait le bon nombre de points (2). I faut donc faire attention a éviter les deux
points roses, obtenus pour y =0 et y = —4.

9 Nous passons sous silence,
malgré le nom du théoreme,
la question de l'irréductibi-
lité.
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— Les points en question ne soient pas rationnels. Par exemple, il faut éviter de
choisir y = % (en bleu sur le dessin) puisqu’alors les solutions de 1’équation :

x*—=-x—=-=0
27 2

sont les nombres rationnels —% et 1. Lorsque les points sont rationnels, il n'y a
pas de symétrie non-triviale et on ne retrouve donc pas la symétrie qu’on avait
repérée sur la variété définie par I’équation x*> —yx —y = 0.

Remarque : Dans cet exemple, les valeurs problématiques de y sont exactement celles
pour lesquelles (y + 2)? — 22 est le carré d’un nombre rationnel. On peut lister ces
valeurs en utilisant la description des triplets pythagoriciens.

Le théoréme de Hilbert dit que les nombres « problématiques », c’est-a-dire ceux
tels que les symétries de I'équation changent lorsqu’on efface I'indéterminée y et
qu’on la remplace par leur valeur, sont rares. Si on remplace I'indéterminée y
par un nombre rationnel au hasard, on obtient presque toujours une équation
(avec une indéterminée de moins) ayant exactement autant de symétries que
I’équation originale avait de symétries préservant l'indéterminée y.

B.4. REVETEMENTS ET ESPACES DE HURWITZ

Au tournant du vingtiéme siécle, I'approche initiale considérée par Hilbert et la ma-
thématicienne allemande Emmy Noether consistait & appliquer le théoréme d’irréduc-
tibilité de Hilbert avec beaucoup d’indéterminées. En 1984, le mathématicien améri-
cain David Saltman a mis en évidence que cette stratégie était trop optimiste.

Une approche différente se concentre sur les équations a deux indéterminées, qu’on
appelle revétements ramifiés de la sphére™. Les revétements ramifiés sont des objets géo-
métriques qui ont été étudiés largement au cours du dix-neuviéme siécle, notamment
par le mathématicien allemand Bernard Riemann. Ils peuvent étre définis de facon
géométrique, sans référence a la théorie des équations polynomiales. Riemann dé-
montra I"équivalence entre les deux définitions : tout revétement ramifié est la variété
associée a une certaine équation polynomiale a deux inconnues. Cependant, les équa-
tions obtenues ont généralement des coefficients compliqués, qui ne sont pas simple-
ment des fractions d’entiers : il faut aller chercher dans des systémes de nombres un
peu plus grands.

Quand on s’intéresse a la théorie géométrique des revétements, on montre facile-
ment que tout groupe est le groupe des symétries’ d’un revétement ramifié de la
sphere. En utilisant le théoréeme d’irréductibilité de Hilbert, on résout ainsi une forme
« faible » du probleme de Galois inverse : étant donné un groupe de symétries, il
existe une équation dont les solutions ont exactement ces symétries, mais (malheu-
reusement) les coefficients de cette équations ne sont pas en général des nombres
rationnels (par exemple, ils peuvent faire intervenir des racines carrées).

Tout I'enjeu consiste alors & essayer de démontrer que, parmi les équations dont
les solutions ont des symétries données, il en existe au moins une dont les coefficients
seraient rationnels : cela résoudrait le probleme de Galois pour le groupe en question.

°Jci, et contrairement a ce
qu'on a fait dans le reste
du manuscrit, on suppose
sans le dire tout revéte-
ment connexe. Le mot revé-
tement désigne donc les re-
vétements ramifiés et géo-
métriquement connexes de
la droite projective.

]ci et dans la suite, il faut
vraiment penser aux symé-
tries du revétement, c’est-a-
dire celles qui fixent la pre-
miere coordonnée. On n’in-
siste pas sur ce point.
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Des le dix-neuvieéme siecle, les mathématiciens allemands Adolf Hurwitz, Jacob
Liiroth et Alfred Clebsch ont introduit un objet géométrique, 'espace de Hurwitz'?,
dont les points correspondent aux revétements ramifiés de la sphere qui ont un méme
groupe de symétries, fixé a ’avance.

On peut alors étudier les propriétés géométriques, mais aussi arithmétiques, de cet
espace dont les points sont les équations en deux indéterminées qui ont des symétries
données. Se déplacer dans cet espace revient a « déformer » une équation en une
autre. Les équations deviennent les points d'un espace géométrique, qui est lui-
méme défini par des équations !

Montrer que, parmi les équations en deux indéterminées ayant des symétries don-
nées, il en existe au moins une dont les coefficients seraient rationnels — ce qui résout
le probleme de Galois inverse pour ce groupe — revient alors en gros a trouver des
points rationnels sur l'espace de Hurwitz. Comme pour les équations en une indéter-
minée, cela revient a trouver des points fixés par le groupe de Galois™ :

un espace de Hurwitz

un point
correspond a un
revétement
dont le groupe
des symétries

est G le point B est fixé par le

groupe de Galois, c¢’est
un point rationnel

le point A n’est pas fixé
par le groupe de Galois, il
n’est pas rationnel

Cette approche, développée depuis les années 1980 notamment par les mathémati-
ciens américains John Thompson et Michael Fried et par ’allemand Helmut Vélklein,
a permis la réalisation de nombreux groupes : c’est une voie riche et, encore aujour-
d’hui, pleine de promesses.

B.5. MON TRAVAIL
L’illustration précédente (Figure B.4.1), censée représenter un espace de Hurwitz,

masque une partie de la complexité de ces espaces : en réalité, ils ne sont généra-
lement pas « d’un seul tenant », mais sont formés de nombreuses composantes :

> Bien qu’elle soit centrale,
on passe sous silence la
question des points de bran-
chements et de leur nombre.

311 s’agit en fait ici de 1'ac-
tion du « groupe de Ga-
lois absolu » du corps des
nombres rationnels.

Figure B.4.1.

Le probleme de Galois
inverse est lié a la re-
cherche de points ration-
nels sur les espaces de
Hurwitz
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un espace de Hurwitz, deuxieme jet

deux revétements
déformables I'un

une )
en 'autr
composante

de l'espace de

Hurwitz

\‘ D N e
D deux revétements
en 'autre

non déformables I'un

Autrement dit, étant donné deux revétements ayant les mémes symétries, il peut
arriver qu’il soit possible de déformer l'un en l'autre (ils sont alors dans la méme
composante), mais il se peut aussi que ce soit impossible.

Dans les chapitres 4 a 6, je compte les composantes des espaces de Hurwitz.
Il s’agit d'une étude géométrique, qui n’utilise aucun outil proprement arithmé-
tique. Cependant, suivant la philosophie générale de la géométrie arithmétique,
la connaissance de la géométrie de ces espaces est reliée aux questions arithmé-
tiques (ici, la question de compter les équations ayant des symétries prescrites).

Etant donné un revétement, rien n’assure a priori que 'action du groupe de Galois
envoie ce revétement vers un revétement qui se trouve dans la méme composante :

ce revetement est

envoyé dans une

autre composante

ce point (non-rationnel)
est envoyé vers un point
de la méme composante

Figure B.5.1.

Un espace de Hurwitz
n’est pas nécessairement
en un seul morceau
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Une propriété intéressante est la suivante : lorsque deux revétements se trouvent
dans une méme composante, le groupe de Galois les envoie vers des revétements qui
se trouvent eux aussi dans une méme composante :

Cela signifie qu’on peut parler d"une action du groupe de Galois sur les composantes
elles-mémes, en oubliant les revétements :

Figure B.5.2.
L’action du groupe de

Galois sur les compo-
santes



GEOMETRIE ET ARITHMETIQUE DES COMPOSANTES DES ESPACES DE HURWITZ 241

Remarquons la chose suivante : si une composante contient un point rationnel,

alors elle est envoyée vers elle-méme par le groupe de Galois (comme la composante

du bas de notre exemple). On dira d'une telle composante qu’elle est rationnelle™. % Cela correspond a la no-
Sachant que nous cherchons des points rationnels sur les espaces de Hurwitz, on ~ tion de composante définie

. . . . . . sur Q dans le manuscrit.
pose une question plus simple : existe-t-il toujours des composantes rationnelles ?
Comment peut-on en construire ?

Dans le chapitre 8, je montre qu’il est possible de construire des composantes
rationnelles d’espaces de Hurwitz en « recollant » des composantes rationnelles
d’espaces de Hurwitz correspondant a des groupes de symétries plus petits.

1) je prends deux
composantes rationnelles

Ve

recolle

.. 3) la composante
" obtenue est-elle

rationnelle 7

Souvent, oui !
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