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(Dans la suite, on désigne systématiquement par よC le foncteur pleinement
fidèle C → Psh(C) := [Cop : Set])

Soit C et D deux catégories, avec C petite, et F un foncteur C → D. Alors,
on peut définir un foncteur F̃ : Psh(C)→ Psh(D) de la manière suivante :

F̃ = LanよC
(よD ◦ F ).

Concrètement, si A ∈ Psh(C), on a :

F̃A =

∫ c∈C
HomPsh(C)(よCc, A)⊗よD(Fc)

Yoneda
=

∫ c∈C
A(c)⊗よD(Fc).

Ce foncteur étend F au sens où F̃ ◦よC =よD ◦ F . En effet, si A ∈ C :

(F̃ ◦よC)A =

∫ c∈C
(よCA)(c)⊗よD(Fc)

=

∫ c∈C
HomC(c, A)⊗よD(Fc)

Ninja Yoneda
= よD(FA) = (よD ◦ F )A

Calculons :

HomPsh(D)(F̃A, F̃B) = Hom

(∫ c∈C
A(c)⊗よD(Fc), F̃B

)

=

∫
c∈C

HomPsh(D)

(
A(c)⊗よD(Fc), F̃B

)
=

∫
c∈C

HomSet

(
A(c),HomPsh(D)(よD(Fc), F̃B)

)
Yoneda

=

∫
c∈C

HomSet

(
A(c), (F̃B)(Fc)

)
= HomPsh(C)(A, F̃B ◦ F )

De plus, si a ∈ C :
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(F̃B ◦ F )a =

(∫ c∈C
B(c)⊗よD(Fc)

)
(Fa)

=

∫ c∈C
B(c)⊗ (よD(Fc))(Fa)

=

∫ c∈C
B(c)⊗HomD(Fa, Fc).

Si on suppose que F est pleinement fidèle, alors HomD(Fa, Fc) = HomD(a, c)
et donc :

(F̃B ◦ F )a =

∫ c∈C
B(c)⊗HomD(a, c)

Ninja Yoneda
= B(a).

Et alors F̃B ◦ F = B, ce qui permet de conclure que :

HomPsh(D)(F̃A, F̃B) = HomPsh(C)(A,B).

Ainsi, on a le résultat suivant :

Proposition 1 Si F : C → D est pleinement fidèle, alors F̃ : Psh(C)→ Psh(D)
est pleinement fidèle. On a alors le diagramme :

C D

Psh(C) Psh(D)

よC

F

よD

F̃
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