Courbe de Verne

Voila un énoncé de probléme apparaissant dans Paris au XXe siécle, de Jules Verne :

« On donne deux circonférences OO' : d'un point A pris sur O, on méne des tangentes & O' ; on joint les
points de contact de ces tangentes : on méne la tangente en A a la circonférence O ; on demande le lieu du
point d'intersection de cette tangente avec la corde des contacts dans la circonférence O' »

Nous étudierons ce probléme en coordonnées cartésiennes. La résolution est accessible & un éléve de premiére
a l'aise en trigonomeétrie.

I. Réduction

A un changement de repére et donc a une similitude prés, la situation se raméne a celle-ci :
*  C est le cercle unité, de centre O et de rayon 1.
*  On repére le point A par l'angle orienté & qu'il forme avec 'horizontale : A=(cos #, sin &).
* (' est le cercle de centre O'=(d,0) et de rayon 7.

II. Equation de la tangente & C en A

Commengons par la recherche de 1'équation (presque immeédiate) de la tangente & C en A.

Cette droite a pour vecteur normal OA= (cos0,sinB) et a donc une équation de la forme
cosO x+sin@ y=cte, . Elle passe par A donc cte,=cos 0x ,+sinf y,=cos’0+sin’0=1

L'équation recherchée est donc : cosOx+sinf y=1

II1. Equation générale des tangentes a C'
cos @
sing
est (cos @, sin @) donc l'équation est de la forme : COS@ x+singy=cte,

On écrit 1'équation de la tangente & C' passant par le point BQZO '+r( ) . Un vecteur normal en

Aupoint B, ,ona: cte,=cosq(d+rcosq)+singrsing=dcos@+r(cos’p+sin’g)=r+dcosq
L'équation cherchée est donc €0S@ x+sin¢ y=r+d cos ¢

IV. Recherche des tangentes passant par A

On cherche les tangentes & C' passant par A, ce qui équivaut & avoir ¢ vérifiant :
cos@cosO+singsinO=r+d cos ou encore cos(¢p—0)=r+d cosq

Plutot que de chercher la valeur de @, nous recherchons la valeur de t=tan %) qui vérifie
coscp—l_t2 t singp= 2t
= e =
1+t° 1+¢°

L'équation donne donc, une fois multipliée par 1-+¢2 : (1—t2) cos 9+(2 t) sin® =r(1+t2)+d (l—tz)

En réorganisant les termes, on obtient 1'équation (E) du second degré en ¢ :
(—r+(d—cos8))t*+(2sin0)t+(—r—(d—cos0))=0 de discriminant 4(d*—r’—2dcos0+1)

Cette équation est en fait caractéristique du probléme. On pourrait la résoudre mais on retiendra simplement

qu'elle a deux solutions ; et f, , qui correspondent aux deux points d'intersection entre C' et les

tangentes & C' passant par A.

V. Equation de la corde entre les points de tangence

En supposant que ces points ne sont pas alignés verticalement, on calcule la pente A de la corde :



2t, 2t

Ay _ (rsing,)—(rsing,)  _ sing,—sing, _ 1+] 1+t; _ t,(1+6)—t,(1+£])
Ax  (d+rcosg,)=(d+rcosg,) cos—cosg, 1-] 1-6  (1-6)(1+6)—(1-1))(1+6)
1+t 1+t
A=2 (tl_t2)+t1t2(t2_t1) — (t —t )(1 t1t2) (t —t )(t1t2_1>:t1t2_1
1+t,—ti—tt—1—t+t 45t 2(8-22) (L=t)(t+t) G+

Par relation coefficients-racines et d'aprés la définition de f; et &, , nous savons que :

_(d_COSG) 2sin6

tt,= t+t,=—
"2 —r+(d—cos0) ctave HTh —r+(d—cos 0)
i A= —(d—cos@)?—r—(d—cosﬂ):d—.cose: .d _ cot®
—2sin0 sin 6 sin 6

On n'a plus qu'a prendre en compte le fait que la corde passe par un des deux points d'intersection (par

1-2 2t

exemple celui correspondant a f; , de coordonnées d+r——, 5
1+t1 1+t

-6 2t
On aalors : y= ‘L—Cotﬂ x—d-r 21 +r 12
sin® 1+t | 1+t

d'ott sin® y=(d—cos0)(x—d)+ ((cos@—d)(l—ti)+2t1 sinG)

2

1

ce qui donne sin® y=(d—cos0|(x— d)+7((d —cos 0)t? +(251n6)t1+(c058—d))
+t2

En utilisant I'équation du second degré, on obtient : (d—cos0)t’+(2sin0)t+(cos0—d)=r(1+t*) ,
notre équation devient donc : sinf y= (d—COS 9) (X—d )+ r’

En définitive, 1'équation de cette corde est donc :  sin 6y+(COS e—d) x=r’—d*+dcosf . Le résultat
vaut encore (par continuité) si les points d'intersection sont alignés verticalement.

. in inter ion
VI. Point d'intersectio
(s) cosOx+sinfy=1
COSOU— X+Ssin y=r— +d Ccos
0—d in *—d’+d cos6

Celui-ci se résout aisément par équivalence (les hypothéses d#0 et 67’50[%] allant de soi pour que le

On a désormais a résoudre le systéme suivant :

probléme ait un sens géométrique) :

sin® y=1—cos0 x y=

= 1—r? =

1+cos’0 [d’—r'+1} o
sin0 d

(S)e sin@® y=1—cos0 x

—dx=r’—d’+dcos6—1 |x= +d—cos0 dP—r*+1
X=—————Co0s0
d
2 2 2 2
—r'+1 1+ —r+1
Ainsi les coordonnées obtenues au final sont d;—cosﬂ s _COS 0 - d—r cotO
d sin© d
d—r’+1

Lieu géométrique (quartique) : En posant a= , on obtient que le lieu de ces points (pour

d

€la—1,a+1[ ) est: y:i(a_?)l_aﬁ)-kl , C'est-a-dire (1—(a—x)2)y2:(x2—ax+1)2
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