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1 Définitions

1.1 Mots

Soit A un ensemble que nous nommerons alphabet. Les n-uplets d’éléments de A seront nommeés mots et
Pensemble des mots sera noté A*. Le mot (aq,...,a,) € A™ sera simplement noté aj ... a,.

On a une opération naturelle de concaténation, représentée soit par un point, soit en juxtaposant simplement
les mots, et définie par 1’égalité :

(a1...an) - (by...by) =(ay...anby...by)

Cette opération confére & A* une structure de monoide, dont I’élément neutre est le mot vide noté e.

Dans toute la suite, un alphabet A est fixé.

1.2 Systémes de réécriture

Un systéme de réécriture S est un ensemble de régles de la forme a; — b; (formellement, ce sont des couples,
mais interprétation qu’on en fait justifie cette notation), ou a; et b; sont deux mots.

On fixe un systéme de réécriture S = (a; — b;)icr. On définit alors la relation binaire — sur les mots par
I’équivalence suivante :

u%v@ﬂul,u%vl,vg S A*7Z € I/u:u1 Qg U2,V = V1 bl - Vg
La relation binaire — admet une cloture réflexive transitive —* ; on peut aussi définir la relation symétrique
< par a <+ b < (a — b) V(b — a) et considérer sa cloture réflexive transitive <»*.

Ces relations ont des interprétations claires : par exemple, u —* v signifie que, quitte & utiliser plusieurs
régles de réécriture a la suite, on peut obtenir v & partir de u. Nous dirons que deux mots u et v sont équivalents
lorsque u <+* v, ce qui signifie qu’on peut utiliser des régles de réécriture dans le sens qu’on veut.

Un mot v vérifiant © —* v = u = v est dit irréductible.

1.2.1 Systémes noethériens

Si la relation < est bien fondée, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de chaine infinie de mots (u;);en telle que
Vi, u; — ui41, on dit que le systéme de réécriture est noethérien.

Si le systéme est noethérien, tout mot u admet une forme irréductible, c’est-a-dire un mot v irréductible tel
que u —* v. Il suffit en effet de prendre un élément minimal (pour <) de ’ensemble non vide {w € A* /u —* w},
ce qu’on peut faire puisque la relation est bien fondée. Toutes les formes irréductibles d’un mot donné sont
naturellement équivalentes.



Etant donné un mot u et un systéme de réécriture noethérien S, un algorithme simple permet d’obtenir une
forme irréductible de w : il suffit, tant que u contient un a;, de réécrire u selon la régle a; — b;. Cet algorithme
termine nécessairement car la relation est bien fondée, et le dernier mot obtenu ne contient aucun a; et est donc
irréductible.

1.2.2 Systémes confluents

Le systéme est dit confluent lorsque chaque fois qu’on a trois mots u, v et v’ tels que u —* v et u —* v/,
il existe un quatriéme mot w tel que v —* w et v/ —* w. Autrement dit, si on réécrit un mot de deux fagons
différentes, il est toujours possible en réécrivant les deux résultats d’obtenir un méme mot et donc de se rendre
compte du fait que les mots sont équivalents sans avoir & « remonter » dans les régles de réécriture.

Si le systéme est confluent, un mot donné ne peut pas avoir plus d’une forme irréductible : en effet, si v
et v/ sont deux formes irréductibles d’'un méme mot, alors il existe un mot w tel que v —=* w et v/ —* w.
L’irréductibilité donne alors v = w et v = w d’ot v = v’. En fait, on a méme le

Théoréme 1. Si S est un systéme de réécriture confluent, deux mots irréductibles équivalents sont égau.

Preuve 1. Soit deux mots u et v, irréductibles et équivalents. On peut représenter la situation ainsi :

Ut = s g S sy T S s < =

On montre alors par récurrence sur v que t, —* u. En effet :
— Pour r =1, c’est immédiat.
— Supposons que c’est le cas pour un r > 1 fixé et montrons-le pour r +1 : on a t, —* u (par hypothése)
et t, —=* s, donc par confluence et par irréductibilité de v on a s, —* u. Or t,; 1 —* s, d’ou le résultat.
On a donc tp, —* u mais aussi t, —* v avec u et v irréductibles donc par confluence on a u = v.

On définit également une forme plus faible de confluence, la confluence locale. Le systéme est localement
confluent lorsque chaque fois qu’on a trois mots u, v et v’ tels que u — v et u — v/, il existe un quatriéme mot
w tel que v —* w et v/ —* w. Cette propriété est nettement plus simple & vérifier, puisque les cas a traiter sont
uniquement ceux ou on applique une régle & la fois.

1.2.3 Systémes noethériens et confluents

Si le systéme est noethérien et confluent, alors tout mot admet une unique forme irréductible, qu’on sait faci-
lement déterminer. Vu le théoréme précédent, on peut donc savoir immédiatement si deux mots sont équivalents
en vérifiant si leurs formes irréductibles sont égales.

Un résultat, le lemme de NEWMAN, nous assure en outre qu’un systéme noethérien localement confluent est
confluent : en pratique, c’est cette propriété que nous utiliserons pour vérifier qu’un systéme est confluent, car
la plupart des systémes que considérerons seront noethériens.

Notre stratégie pour étudier les systémes de réécriture sera d’essayer de se ramener au cas des systémes
noethériens confluents chaque fois que ce sera possible.

1.3 Présentations de groupes
1.3.1 Introduction, définition

La structure de monoide libre obtenue sur A* est intéressante, et on comprend assez vite qu’en choisissant
un systéme de réécriture adapté et en quotientant par la relation <»* (la concaténation étant bien compatible
avec cette relation d’équivalence), on pourra représenter n’importe quel monoide.

Un groupe étant un monoide, on peut en particulier représenter les groupes. On commence par le groupe
libre sur A : en ajoutant dans ’alphabet A des caractéres de la formes a~! pour chaque a € A, et en introduisant
les régles aa~' — € et a~'a — ¢, ledit quotient donne bien le groupe libre sur A.



Si on a un groupe G quelconque, engendré par une famille (g;);cr, alors en prenant pour A ’ensemble des
g; et des g;° 1 ¢est-a-dire qu'on ne considére les g; que comme des symboles formels, puis en prenant pour

systéme de réécriture les régles @ — e pour tous les mots © = g7'gs*...g5" € A* (e, = *1) tels qu’on ait

Pégalite ¢gi'gs? ... g5 = 1g dans G. Pour tous mots u,v € A*, on a u <* v & u =¢ v, ol =¢ désigne légaliteé
des expressions évaluées dans G. Le quotient obtenu selon la méthode précédente sera donc bien un groupe

isomorphe & G.

En fait, dans la plupart des cas, on n’a pas besoin d’autant de régles de réécriture. Par exemple, pour le
groupe diédral D,,, engendré par r et s, on peut se contenter des régles r™ — ¢, s> — ¢, rsr — 5. Une telle liste
de générateurs et de régles caractérisant un groupe s’appelle une présentation du groupe.

Si on a un groupe G et une présentation du groupe G sous forme d’un alphabet A et d’un ensemble de régles
de réécriture de la forme a; — b;, alors on peut obtenir un groupe isomorphe & G en quotientant le groupe
libre L sur A, défini auparavant, par le sous-groupe distingué de L engendré par les a;b; ! (cette définition
n’utilise d’ailleurs pas explicitement la notion de réécriture). Une présentation contient donc toute 'information
nécessaire pour qu’on puisse espérer comprendre le groupe & partir d’elle. Cela justifie donc, par exemple dans
le cas du groupe diédral évoqué ci-dessus, de noter : D,, =< r,s/r" = 52 = ¢,rsr = 5 >.

1.3.2 Exemples, intérét, enjeu

Cette facon de définir des groupes a pour principal intérét de ne pas donner d’importance & la nature
précise des éléments du groupe, mais simplement aux liens entre eux, qui suffisent & comprendre le groupe &
isomorphisme prés.

Un certain nombre de groupes sont définis par une présentation, et on peut alors les étudier formellement,
sans avoir a donner un sens aux éléments du groupe : les groupes de COXETER C,,, =< s1,...,5,/ViVjs] =
(s;s5)™ = e > ou les groupes d’ARTIN, par exemple, sont souvent étudiés sous cette forme.

De plus, cette facon de voir les groupes permet de les étudier & ’aide des systéme de réécriture, grace a
I’équivalence expliquée ci-dessus. Cela revient & manipuler des expressions sans passer au quotient, ce qui rend
moins abstraite la notion d’égalité dans le groupe (incarnée par l’équivalence des mots) et permet d’employer
les notions de confluence et de noethérianité.

La principale difficulté de cette vision, qu’on a déja évoquée, est qu’il n’est méme pas toujours aisé de
déterminer si, sous forme d’expressions, deux mots correspondent au méme élément du groupe (c’est-a-dire
qu’ils sont équivalents). C’est cette difficulté qui donne lieu au probléme du mot.

2 Probléme du mot

Le probléme du mot est la recherche d’une réponse a la question de 1’équivalence entre deux mots. Il a été
largement étudié et ceci sous différents aspects : algébriquement, informatiquement, et parfois géométriquement
(via les graphes de CAYLEY). Si on a parfois des solutions partielles, dans le cas de groupes particuliers, et
qu’on peut s’intéresser spécifiquement & des cas comme les groupes de COXETER ou d’ARTIN, nous n’avons
pas de solution au probléme en général, et pour cause : celui-ci est indécidable dans le cas des groupes (et des
monoides). Ce résultat est di & Novikov, qui I’a publié en 1955.

Cette indécidabilité signifie qu’il n’existe pas d’algorithme donnant dans tous les cas une réponse & la question
« avec ces régles de réécriture, ces deux mots sont-ils équivalents 7 ».

Essayons de réfléchir a ce & quoi pourrait ressembler une solution naive au probléme : on explorerait, par un
parcours en largeur (i.e. en explorant parallélement toutes les possibilités), toutes les branches de I’arbre qu’on
obtient en partant d’'un mot u et en voyant comme « fils » d’un mot a tous les mots b tels que a < b, puis on
chercherait & déterminer si v est présent dans cet arbre. Ce parcours en largeur est effectivement programmable,
et en cas d’équivalence on obtiendrait bien une réponse en temps fini, il existe néanmoins en général des branches
arbitrairement grandes dans I’arbre (méme lorsqu’il n’y a pas de branches infinies !) et le procédé ne s’arréterait
donc jamais lorsque la réponse est non : cette méthode naive ne définit donc pas un algorithme. Déterminer si

1. Si en revanche on se pose la question de savoir a —* b, lorsqu’il y a un nombre fini de régles et que le systéme est noethérien,
P’arbre obtenu est & branchement fini et sans branche infinie, donc la contraposée du lemme de KO6NIG nous assure qu’il est fini :
on peut donc répondre.



cette procédure s’arréte, c’est exactement répondre au probléme du mot : 'indécidabilité du probléme de ’arrét
nous donne donc une idée des raisons profondes qui rendent ce probléme indécidable (méme si cela ne prouve
rien, car un algorithme plus sophistiqué pourrait malgré tout convenir).

Dans les cas particuliers simples (groupe libre, abélien libre, diédral), on a néanmoins une forme réduite
simple de chaque élément qu’on peut comparer pour répondre au probléme du mot. Pour le groupe diédral D,,,
on a par exemple la forme s*r# avec a € {0,1} et r € {0,...,n — 1}.

Profitons-en pour signaler que le probléme du mot n’intervient pas qu’en algébre : en logique, il peut
aussi servir pour formaliser certains types de preuves. On peut méme voir certaines régles du calcul intégral
(Vintégration par parties, le changement de variables, ...) comme des régles de réécriture, et le probléme du mot
se pose donc méme en analyse. Les questions que ce probléme engendre sont de tous types et peuvent se trouver
au coeur des mathématiques (voir & ce sujet la section 6).

2.1 Remarque sur Porientation des régles

Le probléme du mot pose une question sur la relation <»*, qui ne dépend pas de 'orientation qu’on donne aux
régles (puisqu’on interpréte celles-ci comme des égalités). L’orientation des régles n’est donc pas a voir comme
une donnée du probléme, mais comme quelque chose qu’on peut modifier lorsqu’on veut avoir de meilleurs
propriétés (comme la noethérianité, la confluence, l'irréductibilité, etc. qui sont des notions qui dépendent de
Porientation).

3 Procédure de KNUTH-BENDIX

3.1 Fonctionnement

Bien que le probléme du mot soit insoluble dans le cas général, il existe des algorithmes? qui apportent une
solution partielle au probléme. Les algorithmes de TODD-COXETER et de KNUTH-BENDIX en sont des exemples.
Nous allons présenter briévement ce dernier dans le cas des monoides de type fini. Une des qualités de celui-ci est
que son principe de fonctionnement nécessite que l'utilisateur ordonne les mots, ce qui le rend potentiellement
plus performant puisqu’on peut choisir 'ordre de maniére intelligente.

Le principe est, en partant d’un systéme de réécriture S fini, sur un alphabet A fini lui-aussi, de trouver un
systéme confluent équivalent (c’est-a-dire qu’il donne lieu a la méme relation <»*). Pour cela, l'utilisateur doit
munir A* d’un ordre total bien fondé compatible avec la concaténation 2, et vérifiant (quitte & changer le sens
des régles) a; > b; pour chaque régle a; — b; (le systéme obtenu est alors noethérien).

D’abord, on fait en sorte que les b; et les a; soient tous irréductibles, en appliquant des réductions jusqu’a
ce que ce soit le cas, et en réorientant & nouveau les régles s’il le faut.

Nous dirons que deux régles a; — b; et a; — b} (i # j) se superposent lorsque :

— 1l existe u,v,w € A* avec v # € tels que (a; = v et a; = uvw) ou (a; = vw et a; = uv) ou (a; = v et
a; = uvw) ou (a; = vw et a; = uv)

— En réécrivant le mot wvw d’une part avec la régle a; — b; et d’autre part avec la régle a; — b}, puis en
calculant une forme irréductible de chacun des mots obtenus, on obtient deux mots 71 et ro différents?.

Théoréme 2. Le systéme est confluent si et seulement s’il n’existe pas de régles de S qui se superposent (on
dit aussi que toutes les paires critiques sont joignables).

Preuve 2. L’implication = est évidente. Vérifions que la propriété de droite implique la confluence locale : soit
un mot a qu’on peut réécrire avec deux régles. Si les régles s’appliquent a des sous-mots disjoints, il suffit pour
avoir la confluence locale d’en utiliser l'une puis 'autre et vice-versa. Sinon, les reégles s’appliquent sur un méme
sous-mot, elles vérifient donc la premiére partie de la définition de régles se superposant et a contient le uvw
correspondant, on peut donc ne vérifier la confluence locale que pour les uvw : on obtient celle-ci directement
puisque les formes irréductibles des deux fagons de réécrire uvw sont égales (les régles ne se superposent pas).

2. Il ne s’agit en fait pas d’algorithmes, car on ne peut pas assurer leur terminaison. Il semble néanmoins que cet abus de langage
soit la norme.

3. C’est-a-dire que si on a u < v, alors pour tous mots z et y, on a zuy < zvy.

4. La forme irréductible obtenue n’a pas trop d’importance, méme si cela fait de la superposition des régles une notion mal
définie puisqu’elle dépend des choix faits en réduisant.



Il faut comprendre les régles qui se superposent comme des régles pouvant s’appliquer & un méme mot en
causant des non-confluences. Notre objectif est donc d’éliminer les superpositions de régles.

Nous avons toutes les clés en main pour détailler 'algorithme de KNUTH-BENDIX, qui prend en entrée un
systéme de réécriture Sp.
1. On pose S = 9
2. On répéte les opérations suivantes :
(a) On pose S’ =8
(b) Pour chaque paire de régles se superposant dans S’ (et pour chaque maniére de les superposer), en
reprenant les notations de la définition de la superposition, on ajoute a T la régle max(ri,r3) —

min(ry, ra) 5 puis on rend irréductibles les a; et les b; devenus réductibles, en réorientant les régles
g’il le faut.

et ce jusqu’a ce que S = S’ (c’est-a-dire que S n’évolue plus, et qu’on a donc atteint un état stationnaire)

A chaque étape, la superposition considérée n’existe plus, et le théoréme énoncé nous donne I'impression que ce
processus nous rapproche donc bien d’une solution. Malgré cette intuition, le procédé ne termine pas toujours.
En particulier, le fait de rajouter des régles & chaque fois est susceptible d’ajouter des paires de régles se
superposant, et cela peut trés bien ne jamais finir. Si ’algorithme termine, vu le théoréme, le systéme
obtenu est confluent, noethérien et équivalent au systéme initial, ce qui permet de répondre au probléme du
mot en comparant les formes irréductibles.

3.2 Exemple

Considérons Palphabet {a,b, c}, avec l'ordre lexicographique, et les régles (1) : bab — aba et (2) : ab — c.
Aprés simplification et réorientation, on a : (1) : ca — be et (2) : ab — c.

Ces deux régles se superposent car cab —1 beb et cab —4 ce. On ajoute donc la régle (3) : beb — ce.
(2) et (3) se superposent car abch —o ccb et abch —3 acc. On ajoute donc la régle (4) : ccb — ace.
(3) et (3) ne se superposent pas car on a (beb)cb —3 cech —4 cace —1 beee et be(beb) —3 bece.

(3) et (4) ne se superposent pas car ccheb —4 acech —4 acace —1 abeee —o cece et ecbeb —o cece.

On n’a plus aucune superposition. Le systéme obtenu est donc confluent. On peut faire des essais : a-t-on
par exemple bebache et cbebabba équivalents? On peut répondre de maniére mécanique :

bebacbe —3 ccacbe —1 cbeebe — 4 cbacce

cbebabba — 3 cccabba —o ccecba —4 ccacca —1 cbecca —1 cbecbe —4 cbacce

Les deux mots sont donc équivalents. Trouver un chemin entre eux dans le systéme initial n’est pourtant
pas de tout repos!

4 Lien avec l'algorithme de BUCHBERGER

Une bonne partie du contenu de cette section est issue du compte-rendu de TIPE suivant : http: // math.
univ-lyonl. fr/ “caldero/Robin. pdf, qu’on pourra consulter pour avoir davantage de preuves.

4.1 Présentation de Palgorithme

L’algorithme de BUCHBERGER est destiné & calculer des bases de GROBNER d’ideaux d’un anneau de poly-
nomes.

5. Cela change la relation —*, mais pas +*.



Plagons-nous dans ’anneau de polynémes Klz1,...,2,] d'un corps K. Nous munissons ’ensemble M des
monomes de cet anneau d’un ordre total adapté, c’est-a-dire qu’il vérifie : VM, N € M,(M < N = VP ¢
M, MP < NP) et VYM,N € M, M < MN. Un tel ordre est nécessairement bien fondé. On peut utiliser I’ordre
lexicographique, mais d’autres choix peuvent étre plus adaptés.

Etant donné un polynéme P € K[zy,...,z,], il devient possible de parler du terme de téte (maximal pour
Pordre monomial), qu’on note LT (P). Le monoéme correspondant (unitaire) est noté LM (P). Par exemple,
LT (3zy — x) = 3zy et LM (3zy — x) = zy.

Si on se donne les régles de réécritures® LT(f) — LT(f) — f pour chaque polynéome f d'une base B d'un
idéal I, le systéme est noethérien” et les réécritures ne changent pas ’appartenance & I. Lorsque ce systéme
est confluent, la base B est dite de GROBNER. Trouver une base de GROBNER d’un idéal a donc un lien naturel
avec le fait de trouver un systéme noethérien confluent équivalent & celui obtenu & partir d’une base quelconque
de l'idéal (qui est déja noethérien) : le probléme semble proche du précédent.

Quand B est une base de GROBNER de I, on remarque que le systéme de réécriture {LT(f) — LT(f) —
f/f € B} donne comme réduction la division euclidienne par 1'idéal I, car chaque réécriture est une étape de
Palgorithme de division euclidienne (on peut s’en convaincre en regardant le cas n =1, |B| = 1).

On peut aussi définir une base de GROBNER de I comme une partie G C I vérifiant < {LT(f)/f € G} >=<
{LT(f)/f € I} >. L’inclusion C est vérifiée dés que G est une base de I, tandis que l'inclusion réciproque
revient & dire que G a de bonnes propriétés qui font que ses éléments sont assez "représentatifs" de tous ceux
de I (par exemple, ils ne peuvent pas avoir un terme de téte commun sans que celui-ci soit aussi le terme de
téte de tous les éléments de I), ce qui permet de les réduire tous suffisamment pour qu’on n’ait pas plusieurs
formes irréductibles. Nous admettons ’équivalence des deux définitions sans preuve, ainsi que le fait que tout
idéal admette une base de GROBNER (qui peut étre vu comme une conséquence de l’algorithme suivant).

Etant donné deux polynomes f et g, on pose D(f,g) = LM(f)V LM(g) puis S(f,g) = f%,f(}?)) — glzgf(’j)),

ot V désigne le PPCM unitaire des monomes (la puissance de chaque z; est le maximum des deux puissances).

Théoréme 3 (Critére de BUCHBERGER). Une base F = (f1,..., ft) d’un idéal I est une base de GROBNER si
et seulement si, en reprenant la régle de réécriture définie ci-dessus, on a Yi¥j, S(fi, f;) =* 0.

Preuve 3. Remarquons déja qu’on a les réécritures suivantes :
D(fi, f;) = uLT(f;) = w(LT(f;) = f;) = D(fi, ;) — uf;
D(fi, fj) = vLT(fi) = o(LT(f;) — fi) = D(fi, fj) —vfi

Si le systéme est confluent, uf; et vf; ont donc une méme forme irréductible et leur différence S(f;, f;) peut
ainsi bien étre réécrite en 0. Vérifions la réciproque en montrant la confluence locale : si un polynome peut étre
réécrit par deuz régles (associées aux polynomes f; et f;) sans qu’elles n’agissent que sur des termes disjoints,
c’est qu’elles agissent sur un terme multiple & la fois de LT(f;) et de LT(f;), c’est-a-dire multiple de D(f;, f;).
Il suffit donc de montrer la confluence locale pour les D(f;, f;), ce qui vu le calcul précédent est une conséquence
de la relation S(f;, f;) —* 0.

Ce théoréme est parfaitement analogue au théoréme prouvé dans la présentation de 1’algorithme de KNUTH-
BENDIX (jusque dans sa preuve). Les paires (f;, f;) telles que S(f;, f;) -=* 0 jouent donc un roéle exactement
similaire & celui des régles se superposant, et on cherche donc a les éliminer. En adaptant légérement 1’algorithme
de KNUTH-BENDIX, on obtient alors I’algorithme de BUCHBERGER, qui prend un idéal I de Klz1,...,z,]
quelconque et une base I’ de cet idéal, et renvoie une base de GROBNER de cet idéal. Voila son fonctionnement :

1. On pose G = F.
2. On répéte les opérations suivantes :
(a) On pose G' =G
(b) Pour chaque paire {p,q} C G, si la forme irréductible S’ obtenue en réduisant S(p, q) avec le systéme
de réécriture associé & G’ est non nulle (on dit que la paire est critique), alors on ajoute S’ & G 8.

6. La régle A — B signifie « P — Q lorsqu’il existe U et V deux polyndomes (avec U non nul) tels que P = AU 4+ V et
Q = BU +V ». Essentiellement, cela revient & dire qu’on peut remplacer toute occurrence de A dans I’écriture d’un polynéme par
un B.

7. Lorsqu’on a P — @Q dans ce systéme, un des termes est réécrit en un polyndéme dont le terme de téte est strictement plus
petit, car les termes de téte de LT(f) et f se compensent dans LT'(f) — f. Le fait que I’ordre monomial soit bien fondé assure donc
la noethérianité.

8. Cela ne change pas I'idéal, puisque S’ y appartient déja (il est équivalent a 0).



et ce jusqu’a ce que G = G’

Cet algorithme termine toujours?, et la famille G = (g1, ..., g;) obtenue a la fin vérifie bien que pour tous i et
jona S(gi,g;) =*0: c’est donc une base de GROBNER.

Nous ne cherchons pas des bases de GROBNER. pour le plaisir : celles-ci ont un trés grand intérét dans les
problémes d’algébre, et en particulier pour répondre & la question de savoir si un polyndéme donné appartient ou
non & l'idéal engendré par une certaine base : en effet, une fois qu’on a une base de GROBNER, cela correspond
simplement & vérifier que 0 est la forme irréductible du polynéme, ce qu’on sait faire simplement puisque le
systéme est noethérien et confluent. Grace & ces bases, on peut donc répondre & la question de 'appartenance
4 un idéal de maniére algorithmique.

Nous avons mis en valeur autant que possible le lien profond entre ce probléme et le probléme du mot,
on reste miraculeux que l'algorithme de BUCHBERGER, qui est une traduction presque littérale de celui de
KNUTH-BENDIX, termine dans tous les cas, alors qu’on aurait pu craindre qu’il souffre des mémes défauts que
ce dernier.

4.2 Remarques sur le lien entre les deux algorithmes

Nous en avons déja dit beaucoup sur ce qui rassemble les deux algorithmes ci-dessus, et on pourrait encore
en dire beaucoup. Si on regarde attentivement ce qu’on calcule & chaque étape dans les deux algorithmes,
on remarque que ce sont en fait exactement les mémes opérations que nous faisons : ’équivalence entre les
algorithmes n’est donc pas purement théorique, mais se refléte concrétement.

On peut encore développer ce lien. Par exemple, si on cherche des bases de GROBNER minimales, on se rend
compte que cela équivaut a chercher des systémes de réécriture réduits. Cela permet de répondre de maniére
parfaitement paralléle aux deux questions « Ces deux bases engendrent-elles le méme idéal? » et « Ces deux
systémes de réécriture sont-ils équivalents? ». On peut donc pousser I'analogie entre les bases d’idéaux d’un
anneau de polynome et les systémes de réécriture encore plus loin.

5 Pour aller plus loin

Sans rentrer dans les détails, signalons plusieurs choses intéressantes sur les systémes de réécriture et le

probléme du mot :

— Les groupes définis par des présentations, qui peuvent étre trés intéressants algébriquement, ne peuvent
étre bien compris qu’en comprenant assez bien les systémes de réécriture pour avoir une idée de la
structure de ces groupes. C’est en particulier important de faire cette démarche dans le cas des groupes de
COXETER et d’ARTIN. On peut regarder a ce sujet la présentation suivante : https://lmb.univ-fcomte.
fr/IMG/pdf/expose_olivier-3.pdf.

— Comme nous ’avons rapidement dit, il est possible de formaliser certains types de preuves par des
systémes de réécriture (les axiomes sont alors des régles). Cela permet au moins dans une certaine
mesure de comprendre l'indécidabilité du probléme du mot comme un analogue du théoréme d’in-
complétude de GODEL. Les preuves assistées par ordinateur et la vérification informatique de preuves
sont des domaines de recherche actifs, et ce point est donc assez important. On peut se référer a :
http://comjnl.oxfordjournals.org/content/34/1/2.full.pdf

— Il est possible d’avoir une compréhension plus large des problémes dont nous parlons en les inscrivant dans
le cadre de la théorie des catégories et des bases d’homotopies ; en particulier, on peut utiliser un résultat
assez abstrait nommé « théoréme de SQUIER », qui donne une borne sur le rang du troisiéme groupe
d’homologie d’'un monoide, pour compléter et réduire des systémes de réécriture. On peut consulter :
http://thaega.progval.net/rapport.pdf (qui implémente KNUTH-BENDIX en OCaml!) et http://
iml.univ-mrs.fr/~lafont/pub/agr.pdf.

— Le nombre minimal de réécritures nécessaires pour lier deux mots équivalents, qui est une distance, peut
étre un objet d’étude de la théorie géométrique des groupes, qui permet de donner des informations de
nature topologique, par exemple sur le graphe de CAYLEY.

— On pourra aussi lire une preuve « simplifiée » de I'indécidabilité du probléme du mot ici : http://www.
personal.psu.edu/t20/logic/seminar/050517.pdf

9. Les raisons sont complexes, mais essentiellement, cela provient du fait que I'idéal < {LT(f)/f € G} > grossit, et qu’il doit
donc stationner car ’anneau K|z1,...,2n] est noethérien.



La liste n’est bien sir pas exhaustive et le point important est de comprendre que les systémes de réécriture
et le probléme du mot sont au coeur de bien des questions mathématiques, comme en témoigne le fait qu’on
puisse tisser des liens multiples entre eux et la plupart des domaines de ’algébre.

Les bases de GROBNER ont elles-aussi des applications étonnantes. On peut par exemple s’en servir pour
résoudre des Sudoku. Voir & ce sujet le document suivant :
https://pdfs.semanticscholar.org/45bc/787bb68ee95849fd5f2b8332fbd1ab3eadb7 . pdf.

6 Sources

Depuis Wikipedia :
— (fr) Probléme du mot
(fr) Complétion de Knuth-Bendix
(fr) Paire critique
(fr) Base de Grébner
(en) Abstract rewriting system
— (en) Word problem
(en) Word problem for groups
(en) Braid group
(en) Knuth-Bendix completion algorithm
(en) Grobner basis
https://www.youtube. com/watch?v=pHugbGb7FaA
http://math.univ-1lyonl.fr/~caldero/Robin.pdf (lien avec BUCHBERGER)
https://pdfs.semanticscholar.org/fb56/b9e4898870d6f1ff5414cc2891e678e49c8b. pdf



